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O trabalho apresenta metodologias computacionais de otimização e simulação para o 
desenvolvimento do projeto de um sistema de bomba de calor para aquecimento de água em 
prédios residenciais, especialmente para uso em banho na região de Campinas. O sistema bomba 
de calor foi simulado focando o estudo nos trocadores de calor (evaporador e condensador). Cada 
componente foi otimizado mediante uma análise térmica e econômica que permitiu reduzir custos 
de investimento e de operação através do desenho e dimensionamento de cada trocador; todo foi 
feito através de um algoritmo de otimização usando o método de SQP (Programação Quadrática 
Sequencial) e auxiliado pela função fmincon do ambiente MatLab®  Uma vez selecionado o 
melhor conjunto de elementos de cada trocador de calor, o projeto ótimo foi simulado a 
diferentes condições de operação através do Método de Substituição-Newton- Raphson.  
Os resultados obtidos reafirmam que as bombas de calor permitem uma grande economia 
de energia quando comparados com outros tipos de aquecimento de água, especialmente, o 
chuveiro elétrico.  
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This work presents computational methodologies, of optimization and simulation for 
design of a heat pump system, for heating water in residential buildings, especially for domestic 
shower use, in the region of Campinas. The heat pump system was simulated focusing the study 
on the heat exchangers (evaporator and condenser). Each component was optimized by thermal 
and economic analysis, by which the design and size of each exchanger where sought so as to 
reduce investment and operating costs, through an optimization algorithm, using the SQP method 
(Sequential Quadratic Programming) and assisted by the function fmincon from MatLab .Then, 
after the best set of elements selection of each heat exchanger, the resulting design was simulated 
under different operating conditions by the Substitution-Newton-Raphson method.   
The results confirm that the heat pumps provide significant energy savings when 
compared with other types of water heating, especially the electric shower.  
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1  INTRODUÇÃO 
 
 A produção doméstica de água aquecida em edifícios modernos é parte crescente do total 
da demanda da energia térmica. Deste modo, a produção de água quente, normalmente utilizada 
em água de chuveiro no Brasil, desperta o interesse e passa a ser considerada e avaliada em 
termos de eficiência energética e econômica. Diversos métodos têm sido utilizados para o 
aquecimento de água no setor residencial, desde a queima de combustíveis fósseis e uso de 
resistências elétricas até aproveitamento de outros tipos de energia não convencionais extraídas 
do meio ambiente ou fontes naturais. No Brasil, o aquecimento de água para banho e uso 
doméstico é responsável por cerca de 10% de toda a energia elétrica consumida e por grande 
parte do pico de demanda nos horários nos quais as pessoas utilizam o chuveiro elétrico. Cerca de 
80 % de domicílios brasileiros aquecem água para banho utilizando energia elétrica como fonte 
de aquecimento (SINPHA, 2011). 
O chuveiro elétrico é um equipamento bastante simples, barato, mas com enorme 
irreversibilidade termodinâmica, implicando em um alto gasto energético. Não bastando esta 
baixa eficiência no uso dos recursos energéticos, os horários nos quais as pessoas habitualmente 
utilizam o chuveiro elétrico causam um aumento na demanda de energia elétrica precisamente 
quando o sistema elétrico tem seus picos de consumo (FLORA, 2008).   
Por outro lado, todas as aplicações energéticas têm impactos sobre o meio ambiente e de 
alguma forma modificam o mundo ao nosso redor. Precisamos compreender esses impactos, e 
saber lidar com eles, se pretendermos buscar a introdução sistemática de mecanismos de 
desenvolvimento limpo, sempre de maneira sustentável, para fornecer às pessoas os serviços 
energéticos de que necessitam (UDAETA et al, 2004). No caso em questão, uma das formas, 
embora pequena, porém útil, é incentivar e substituir o uso de resistências elétricas para 
aquecimento de água nas residências brasileiras, por fontes energéticas limpas que aliviem os 
problemas de déficit energética no país nas horas de maior demanda elétrica. Assim é possível 
atender outras demandas, ou melhor, evitar a queima de combustíveis fósseis para gerar energia.  
As bombas de calor oferecem a maneira mais eficiente, em termos energéticos, para 





calor renováveis disponíveis. Isso é possível mesmo com as fontes encontradas em temperaturas 
que nós poderíamos considerar frias tais como a água, o ar, a terra, que contém calor útil visto 
serem continuamente alimentadas pelo sol. A opção pelo uso de bombas de calor para o 
aquecimento de água de chuveiro nos permite uma economia de energia elétrica, postergando a 
necessidade de novas usinas, reduzindo impactos ambientais e emissões de gases do efeito estufa. 
A bomba de calor assume, nos dias de hoje, uma alternativa energética apetecível para a função 
de aquecimento central de águas sanitárias em prédios residenciais; neste contexto, apesar de ser 
mais caro e maior que um resistor, é bem mais eficiente, permitindo obter economia financeira e 
energética em longo prazo.  
 
1.1 Justificativas e objetivos do trabalho. 
 
 
A proporção do consumo de energia em aquecimento de água em prédios é 
aproximadamente um terço do total. Hoje em dia, com mais interesse, tanto a economia de 
energia em prédios quanto a eficiência energética no aquecimento de água são tratadas com 
maior atenção. (GUO J.J et al. 2011).  
O consumo energético residencial foi analisado no trabalho de FLORA (2008) onde, através 
do software de simulação SINPHA, dados de consumo residencial no Brasil são avaliados, em 
especial na região sudeste. O consumo elétrico residencial incluindo os eletrodomésticos 
utilizados pode ser observado na Figura 1.1 A figura mostra que o maior consumo elétrico se dá 
entre as seis e as oito horas da manhã, também entre as dezessete e vinte e duas horas. Assim 
também podemos observar que o consumo por chuveiro elétrico é responsável pela maior parte 
do consumo residencial especialmente nos horários de pico. 
Os sistemas de aquecimento de água são responsáveis por uma parcela significativa do 
consumo de energia do país, sendo que a eficiência do uso desta energia está relacionada com a 
qualidade dos projetos e de alternativas construtivas que possibilitam racionalizar o uso dos 












CHAGURI JUNIOR (2009) considera que um sistema predial de aquecimento de água 
central coletivo tem certas vantagens sobre sistema predial de aquecimento de água individual. O 
primeiro permite uma redução considerável de custos, quando a demanda é atendida em 
condições determinadas pela temperatura e a vazão de água quente e fria. Verifica-se, assim, a 
flexibilidade na atenção à demanda, satisfazendo ao consumidor, sem necessidade de 
intervenções na infraestrutura, nem gastos monetários ou energéticos adicionais (sistema predial 
de aquecimento de água individual a gás, por exemplo), sendo suficiente apenas o ajuste de 
temperatura da água quente fornecida. Assim, é possível a distribuição do consumo ao longo do 
tempo, evitando o consumo excessivo de eletricidade em horários de pico.   
Figura 1.1. Curva de carga horária do consumidor típico da região Sudeste  





Outras das vantagens notórias de um sistema central coletivo em relação à água quente são: 
a disponibilidade de uma temperatura sempre superior à de conforto; assim como, a ausência de 
manutenção por parte do condômino ficando esta a cargo do condomínio (FLORA 2008). 
As bombas de calor são uma alternativa atraente para o aquecimento de água num sistema 
central coletivo, especialmente nos prédios residenciais como citaremos neste trabalho. Os 
sistemas centrais coletivos comercializados usualmente têm muito a ver com queima de 
combustível como caldeiras ou então resistências elétricas (efeito Joule). 
 Os sistemas de bombas de calor tornam-se imperativos na economia de energia; melhoram 
a eficiência energética, enquanto os custos de energia continuam crescendo no mercado mundial. 
Assim, tornam-se componentes-chave nos sistemas de economia de energia e mostram um grande 
potencial para este fim. Melhorar o desempenho, a confiabilidade, aspectos econômicos e os 
impactos ambientais têm sido uma preocupação constante nos últimos anos (CHUA,K.J. et al, 
2010), embora seja muito antigo, desde que proposto por Carnot em 1824, o interesse nas 
bombas de calor como recuperador de energia parece ter ressuscitado e atraído a atenção dos 
pesquisadores, com o aquecimento global e pela atenção mundial na frente. 
    As bombas de calor custam mais do que sistemas convencionais de aquecimento, como 
por exemplo, as resistências elétricas, mas elas são pagas em até um terço da vida útil com a 
redução do custo de funcionamento. Não produzem localmente emissões de dióxido de carbono 
que contribuem ao aquecimento global, e são frequentemente considerados como uma grande 
desvantagem aos tipos de aquecimento tradicionais como aquecimento a gás ou lenha.  Por outro 
lado, estudos práticos vêm demonstrando o potencial das bombas de calor para reduzir os gases 
de efeito estufa, particularmente as emissões de CO2 no campo de aquecimento e geração de 
calor. O impacto positivo depende do meio ambiente e da utilização adequada do tipo de bomba 
de calor para cada aplicação. (CHUA K.J. et al, 2010). 
 No Brasil, pela condição de país tropical, na maior parte do ano as temperaturas são as 
mais propícias para uso das bombas de calor com o ar como fonte de calor, motivando, assim, a 
busca contínua de melhoras em sistemas já conhecidos, e a adaptação destes às condições 
próprias do país. MORRISON et al. (2004) indicam que o efeito da temperatura ambiente no 





durante o processo de aquecimento, sendo uma boa prática a ser aplicada no Brasil para o setor 
residencial. 
Este trabalho visa apresentar uma alternativa para a produção de água quente em prédios 
residenciais especialmente para uso em banho. Portanto, estudaremos a bomba de calor 
simulando o sistema em funcionamento, dando ênfase aos trocadores de calor (evaporador e 
condensador) e otimizando cada componente, então, mediante uma análise Térmica e econômica 
que permita reduzir custos de investimento e de operação, através do projeto e do 
dimensionamento de cada componente por meio de um algoritmo de otimização, o melhor 
conjunto de elementos de cada componente será selecionado. A ideia também é que o 
desempenho seja ótimo nas diversas condições ambientais de funcionamento do equipamento. 
Para isto, o sistema da bomba de calor é equacionado através de um sistema de equações não 
linear, o qual será resolvido através do método de Substituição-Newton-Raphson proposto por 
FIGUEIREDO et al.(2002), enquanto a otimização será resolvida pelo método de Programação 
Quadrática Sequencial do Toolbox de otimização do ambiente MatLab.  
O objetivo principal é a implementação de um método computacional de baixo custo a fim 
de calcular de maneira rápida e ótima quando se requeira dimensionar uma bomba de calor para 
uso em aquecimento de água de chuveiro em sistemas coletivos, neste caso, prédios residenciais, 
de acordo com certas condições e características de demandas.  
Outro objetivo é investigar se a proposta de usar bombas de calor como fonte de 
aquecimento de água é econômica para uso em prédios desta região do país, uma vez que, 
tecnicamente, ela é possível e energeticamente sua vantagem é óbvia.  Tecnicamente é possível, 
em comparação às outras formas de aquecimento de água de chuveiro ao longo do tempo. No 
mercado, as bombas de calor se caracterizam por terem uma amortização rápida do investimento 
do equipamento, devido à poupança imediata nos custos de energia, particularmente, no caso de 
incremento dos preços de gasóleo e gás. Por outro lado, o equipamento tem longa durabilidade 
com custos de manutenção reduzidos e a exploração majoritária de uma fonte energética limpa e 
abundante como o ar, preservando, assim, o meio ambiente. 
WALL G. (1985) apresenta a aplicação de termo-economia para a otimização do ciclo de 
uma bomba de calor de simples estágio; o método é adequado para aplicação em processos 





variável arbitrária pode ser calculado. Ele tomou como variáveis de decisão para serem 
otimizadas as eficiências do compressor, efetividades do evaporador e do condensador, mediante 
equacionamento termodinâmico ligado a custos e posteriormente adaptado ao método de 
Lagrange para sua resolução. Parâmetros como o custo de eletricidade, temperaturas e fluxo de 
calor produzido variaram entre as diversas otimizações, apresentando resultados para distintos 
valores dos parâmetros.  Em termos econômicos e energéticos os resultados mostraram que o 
método aplicado num modelo ideal traz melhoras aos sistemas deste tipo. 
WALL G. (1991) reportou um aplicativo da otimização termodinâmica para sistemas de 
bomba de calor. A função objetivo do estudo foi o custo total do ciclo de vida, incluindo 
eletricidade e os custos de capital. Ele atribuiu várias funções de custos para cada componente e  
utilizando o método de multiplicadores de Lagrange obteve o mínimo valor da função objetivo.  
SANAYE, (2004), apresenta um método térmico e econômico para o desenho ótimo de uma 
unidade de ar condicionado com sistema de refrigeração por compressão de vapor. O método 
proposto cobre os dois aspectos: térmico e econômico, do desenho do sistema e a seleção dos 
seus componentes. O sistema proposto inclui um compressor alternativo, condensador e 
evaporador de tubos aletados e ventilador axial e outro centrífugo. As temperaturas de 
evaporação e condensação, as áreas das superfícies de troca de calor (área frontal e número de 
tubos) e as potências dos ventiladores e do compressor foram as variáveis do projeto. A função 
objetivo para a otimização foi o custo total por unidade de carga térmica do sistema, incluindo o 
custo de investimento para os componentes, assim como os custos de eletricidade. Para encontrar 
os parâmetros de projeto do sistema não linear com restrições, a função objetivo foi minimizada 
pelo método dos Multiplicadores de Lagrange; no total, 13 variáveis de otimização foram 
resolvidas com 10 restrições e 3 graus de liberdade (temperaturas de evaporação, condensação e 
fluxo volumétrico de ar). Como aplicação do método, Sayane exemplificou uma unidade com 
carga térmica de 28 a 42 kW, que foi simulada sobre diversas condições variando as temperaturas 
de evaporação e condensação; para isto, foram fixados os diâmetros dos tubos utilizados no 
evaporador e no condensador, o número de aletas por metro de comprimento de tubo, e o fluxo 
volumétrico de ar no ventilador centrífugo. Por outro lado, o aspecto econômico de projeto 
engloba os custos de investimento de cada componente e as taxas de juros, assim como a taxa de 





Existem trabalhos feitos na UNICAMP em relação a bombas de calor com fins de aquecer 
água em prédios residências para chuveiros com sistema central coletivo, por exemplo, FLORA 
(2009) desenvolveu uma simulação computacional para análise dos componentes de uma bomba 
de calor focando-se no estudo do controle de um compressor de velocidade variável no 
aquecimento de água para banho em prédios residenciais, através de um inversor de frequência; 
do mesmo modo, analisou o sistema de armazenamento e distribuição da água, obtendo 
resultados econômicos e energeticamente favoráveis quando comparado com o aquecimento 
através de chuveiros elétricos amplamente utilizados nas residências brasileiras, demonstrando 
assim que a bomba de calor é um sistema tecnicamente interessante para este fim.  
Posteriormente, MÜHLEN (2009) deu continuidade ao trabalho de Flora, no qual 
desenvolveu um modelo detalhado do funcionamento de cada trocador de calor da bomba de 
calor, visando chegar a um sistema viável, com comportamento razoavelmente previsível em 
funcionamento ao longo do ano para o clima de Campinas. Abordando esses dois trabalhos 
prévios nasce a iniciativa de continuar implementado melhorias no sistema em estudo. 
 
 
1.2 Descrição do trabalho e dos capítulos 
 
Na sequência do trabalho, o capítulo 2 apresenta uma breve descrição das bombas de calor 
por compressão de vapor, bem como o princípio de funcionamento e a justificativa de gerar água 
quente para uso em prédios residências especificamente em chuveiros, tomando como fonte de 
calor o ar ambiente. O capítulo 3 apresenta o problema geral de otimização para casos não 
lineares com restrições. Por outro lado, é apresentada uma descrição sucinta das condições de 
otimalidade, o método dos Multiplicadores de Lagrange e as condições de Kuhn –Tucker para 
otimização. O capítulo 4 apresenta a modelagem teórica da bomba de calor juntamente com as 
condições e parâmetros do projeto através de equacionamento obtido da literatura; os tipos de 
componentes a ser usados são propostos neste capítulo. O capítulo 5 aborda a formulação 
proposta e a metodologia de resolução da modelagem, neste capítulo é apresentada uma breve 





Raphson, para finalmente apresentar resultados e alguns comentários finais. O capítulo 6 
apresenta as conclusões e sugestões para trabalhos futuros decorrentes do presente trabalho. Por 





















2 BOMBA DE CALOR 
 
A bomba de calor é uma máquina térmica que extrai calor de uma fonte térmica e transfere 
esta energia para outra fonte, de maior temperatura e em diferente proporção. No sentido físico, 
(ASHRAE, 2005) todos os equipamentos de refrigeração, incluindo condicionadores de ar, 
chillers com ciclos de refrigeração, são bombas de calor. Em engenharia, o termo bomba de calor 
está reservado para o equipamento que aquece para propósitos e aplicações convenientes, como é 
o caso deste trabalho. 
O princípio de funcionamento das bombas de calor provém do postulado de Carnot 1824, 
dos conceitos de irreversibilidade e pela concepção teórica posterior de Lord Kelvin. Um gás que 
evoluciona em ciclos é comprimido e expandido depois, do qual se obtém frio e calor. O gás em 
baixa temperatura passa através de um compressor, incrementando a pressão e assim a entalpia. 
Depois o gás passa pelo trocador de calor, chamado condensador, entrega o calor para a fonte 
quente, onde ele muda seu estado para líquido. Ele é então passado através de uma válvula de 
expansão, onde retorna à pressão inicial e é resfriado. Em seguida, passa por outro trocador de 
calor, chamado evaporador, onde absorve calor do foco frio. O fluido evaporado retorna ao 
compressor, fechando o ciclo 
A tecnologia das bombas de calor é amplamente utilizada para aquecimento de ambientes 
residenciais e comerciais a partir de fontes renováveis como o ar, água, ou o solo. Elas também 
são usadas para o aquecimento de água e de climatização, simultaneamente no caso das bombas 
de calor de duplo efeito (resfriamento e aquecimento). 
A “International Sustainable Energy Organization for Renewable Energy and Energy 
Efficiency” (ISEO) diz que as bombas de calor competem de maneira satisfatória com 
equipamentos de queima de combustíveis fósseis e aquecedores elétricos diretos. Também aborda 
o grande potencial de contribuição das bombas de calor na redução das emissões de CO2 e faz 
uma estimativa de que é possível reduzir até 6% das emissões globais de CO2, usando bombas de 
calor no mundo todo. Por outro lado, a quota de mercado de bombas de calor em prédios 





relação à economia. No Brasil esta alternativa pode ser de grande aporte na redução do consumo 
elétrico nas horas de maior demanda. 
 
2.1 Geração de água quente  
 
A geração de água quente consiste no processo de transferência de calor a partir de uma 
fonte energética para obtenção de água a uma dada temperatura, podendo haver reservatório do 
volume a ser aquecido ou não. A transferência de calor pode-se realizar de modo direto ou não. 
No setor residencial, MÜHLEN (2009) sustenta que a geração de água quente pode visar o 
conforto do usuário, mas também pode ser considerada uma necessidade vital em lugares de 
latitudes altas onde os invernos são extremos. No Brasil e demais países tropicais, a água quente 
traz qualidade de vida, principalmente no banho, porém vigora o uso de resistores elétricos, que 
geram consumo elétrico elevado. 
A disponibilidade de água quente para uso hidrosanitário é de suma importância em setores 
residenciais, considerada como necessidade básica (BORGES, 2000), e está diretamente 
relacionada ao consumo de água para banho, alterando, conforme as características de uso e 
preferências, apenas a proporção e a vazão de água quente e fria. Com isso, em grande parte das 
residências existe (em) sistema (as) de aquecimento de água com o objetivo de fornecer água na 
temperatura de conforto para banho, a qual, segundo Kieling (1996,) fica em torno de 36 ºC a 40 
ºC. Em trabalhos realizados por ILHA (1991), a temperatura de banho medida foi de 34 ºC.  
Contudo, há outras aplicações de água quente além do abastecimento de água no uso de 
chuveiro, podendo se utilizadas em pias de cozinha, tanques, máquinas de lavar roupa, lavadores 
de pratos, entre outros ligados também à climatização. 
O mercado residencial de aquecimento de água para banho no Brasil tem em sua grande 
maioria o chuveiro elétrico como dispositivo responsável para esta função, pelo baixo custo de 
aquisição e instalação (CHAGURI JUNIOR, 2009).  
Segundo SANTOS et. al (2001), devido ao fato que “No passado, a eletrotermia foi 
incentivada no Brasil, pois havia abundância de geração hidrelétrica e o petróleo importado era 





no passado e ainda tem hoje uma grande importância na acessibilidade ao conforto de água 
quente para a maior parte da população brasileira. 
ILHA (1994) classifica os sistemas prediais de água quente em individual, central privado, e 
central coletivo. O sistema individual consiste na alimentação de um único ponto de utilização, 
sem necessidade de uma rede de água quente. O sistema central privado consiste basicamente em 
um equipamento responsável pelo aquecimento de água e uma rede de tubulações que distribui 
água a vários pontos de utilização pertencentes a uma mesma unidade, por exemplo, um 
apartamento. Finalmente, o sistema central coletivo é constituído por uma unidade geradora de 
água quente e uma rede de tubulações que alimenta os pontos de mais de uma unidade, por 
exemplo, um prédio residencial. 
Os equipamentos para o aquecimento de água podem funcionar conforme uma variedade de 
fontes de energia, podendo ser gás combustível tais como o gás natural (GN), ou o gás liquefeito 
de petróleo (GLP), ou ainda eletricidade, lenha, carvão e óleo combustível. Para uso residencial, 
os combustíveis sólidos e liquefeitos são pouco utilizados devido à necessidade de espaço 
disponível para armazenamento, manipulação, etc. As bombas de calor nascem como uma 
alternativa muito atrativa para aquecer água de forma limpa e a baixo custo. Será tema de 
interesse para este trabalho apenas o sistema central coletivo de aquecimento de água, devido aos 
seus diversos benefícios, principalmente a questão de custos em longo prazo e a diminuição da 
emissão de gases de efeito estufa. 
As bombas de calor para a produção de água quente são equipamentos do futuro, de grande 
durabilidade e garantem o fornecimento de água sanitária durante o ano todo a preços muito 
reduzidos; tomando 70% da energia que é gratuita do meio ambiente (ar, água, terra, etc), neste 
caso, para o trabalho, a partir do ar. Principalmente em climas tropicais e em épocas de verão, a 
bomba de calor que utiliza o ar como fonte de calor atinge um COP superior à de outras bombas 
de calor com diversas fontes de calor como água ou o solo. 
 
2.2 Justificativa de geração de água quente a partir da bomba de calor. 
 
A bomba de calor para aquecimento de água tem um COP superior a outras formas de 
aquecimento de água, gerando em média de 2.5 a 4 vezes a quantidade de energia empregada no 
  
acionamento do sistema. No seguinte esqu












As bombas de calor operam recuperando calor de uma fonte externa
que permite utilizar uma quantidade reduz
alcançar reduções no consumo de energia de até 80%
formas de aquecimento de água é 
As vantagens da bomba de calor são visíveis: tecnologia limpa, alta eficiência energética, 
consumo reduzido de energia, operação segura e confiável, baixos custos de operação e 
manutenção, entre outras. O uso de bombas de calor
para aquecimento de água está 
preço do gás e gasóleo influenciaram os
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Figura2.1. Geração de calor a partir de diversas tecnologias. 
 Fonte: BALDASSIN (2008)
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2.3 Ar como fonte de calor 
 
O ar do meio ambiente é uma fonte universal de calor que pode ser utilizada em diversas 
aplicações como são neste caso as bombas de calor. O ar se encontra em quantidades, 
praticamente ilimitadas em relação à maior parte das aplicações, independentemente da 
localização geográfica. Na Tabela 2 do capítulo 8 do livro ASHRAE (2008), o ar ambiente, 
classificado como uma fonte de calor boa e um bom dissipador de calor, tem disponibilidade 
universal proporcionada de maneira contínua e gratuita, com custo de operação e manutenção 
baixo nos equipamentos no qual está presente. Entre as limitações que consideraremos 
desvantagens, temos que a temperatura do ar ambiente pode mudar, sendo que em baixas 
temperaturas a capacidade de aquecimento e o coeficiente de desempenho da bomba de calor 
caem consideravelmente. Por outro lado, é importante tentar evitar a formação de gelo nas 














   




   









   
Tabela 1.1 Tabela comparativa entre distintas formas de aquecimento de 
água. BALDASSIN (2008) 
 





A bomba de calor com o ar como fonte de calor, permite vislumbrar uma significativa 
melhoria na eficiência energética no aquecimento de água residencial (BOURKE G, 2010). 
Bourke apresenta a modelagem do consumo de energia de uma bomba de calor Ar - Água e 
concorda com outros artigos publicados, em que o ar, como fonte de calor para uma bomba de 
calor, melhora as eficiências energéticas em determinados climas e condições ambientais 
propícias para o uso, como é o caso do Brasil. 
 
2.4 Bombas de calor por compressão de vapor  
 
A bomba de calor funciona, em princípio, como um ciclo frigorífico, mas trabalha em 
condições completamente diferentes. Embora os equipamentos possam ser os mesmos, os 
objetivos são diferentes; a bomba de calor transfere energia do nível mais baixo de temperatura 
para o nível mais alto, sendo aproveitado o calor rejeitado do nível mais alto de temperatura. Para 
isto, o ciclo de refrigeração por compressão a vapor requer a ação de trabalho externo, como é 
mostrado na Figura 2.2, e os processos que ocorrem são: 
 
1-2 Compressão adiabática 
2-3 Rejeição isotérmica de calor que será aproveitado (condensação) 
3-4 Expansão adiabática. 
4-1 Recebimento isotérmico de calor da fonte primária (evaporação) 
 
Neste ciclo o vapor é comprimido, condensado, tendo posteriormente sua pressão 
diminuída de modo que o fluido refrigerante possa evaporar a baixa pressão. 
Os componentes presentes deste sistema, de maneira simplificada são: compressor, 
condensador, evaporador e válvula de expansão, entre outros componentes secundários por onde 













                                                                                                   
                            
 
No regime permanente, a taxa a qual a energia é fornecida para a região quente ( ) é a 
soma da potência térmica fornecida ao fluido de trabalho no evaporador ( ) e a potência de 
acionamento fornecida ao sistema ( ) pelo compressor. 
     																																																																												
 
 
O coeficiente de desempenho do ciclo da bomba de calor, COP, é definido como a razão 
entre o efeito de aquecimento e a potência de acionamento líquida necessária para alcançar esse 
efeito (MORAN E SHAPIRO, 1995): 
 	 																																																																														 
 









Figura 2.2. Diagrama de um sistema de uma bomba de calor 





2.4.1.1  Compressor 
 
O compressor faz circular o refrigerante através do sistema num ciclo contínuo. O 
compressor descarrega o gás refrigerante quente e a alta pressão no condensador. Para fins deste 
trabalho utilizamos o compressor scroll devido a suas vantagens em seu desempenho comparadas 





Este compressor é uma máquina de deslocamento positivo e movimento rotativo que faz 
uso de duas partes espiraladas que se entrelaçam. O refrigerante é comprimido pela variação de 
volume causada pela espiral giratória entrelaçada. Os compressores deste tipo são herméticos e 
permitem a aspiração e descarga simultânea do refrigerante sem a necessidade de válvulas. 
Este tipo de compressor é amplamente utilizado em sistemas de ar condicionado, bombas 
de calor e refrigeração de uso comercial e residencial. Sua capacidade varia de 3 a 50 kW. O 
movimento rotativo do scroll permite um baixo nível de ruído durante seu funcionamento. 
Também é importante mencionar a alta eficiência volumétrica que possui. Por outro lado, ao ser 
um compressor de velocidade controlável, permite maior economia energética (Flora 2009). Este 
fator é importante num projeto de bombas de calor com o ar como fonte de calor, devido às 
mudanças das condições de trabalho causadas pelas mudanças climáticas ao longo do dia e do 




O condensador é um trocador de calor que rejeita toda a energia do sistema em forma de 
calor, isto consiste no calor absorvido pelo evaporador mais o equivalente da energia que entra no 





será aquecida, fazendo que o refrigerante volte a seu estado líquido e continue no ciclo na válvula 
de expansão. 
 
2.4.1.3 Válvula de expansão  
 
 
Na válvula de expansão ocorre um processo de estrangulamento adiabático irreversível sem 
realização de trabalho. Tem duas finalidades: reduzir a pressão do refrigerante líquido até a 





É um trocador de calor responsável por evaporar o refrigerante absorvendo calor do ar e 
transmitindo-o para o refrigerante. 














3.1 Introdução   
 
A otimização consiste em selecionar um conjunto de elementos (variáveis) que aportam 
positivamente na procura da solução ótima, dentre as possíveis para um determinado problema 
(função objetivo), obedecendo a um conjunto de condições necessárias e suficientes (restrições) 
dadas também pelo problema, que deverão ser satisfeitas. A função objetivo é uma função 
matemática que representa a medida da vantagem ou desvantagem da seleção dos elementos. 
 Existem diversas classes de problemas que podem ser caracterizados por um subconjunto 
de relações, as quais chamaremos restrições. A ausência ou não de ditas restrições vai determinar 
o tipo e o procedimento adequado de solução do problema de otimização.  Existem restrições de 
igualdade e desigualdade, originando os problemas com restrições, se não for o caso o problema é 
irrestrito. Assim pode-se formulá-lo matematicamente como segue: 
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	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Onde , ,	" são funções definidas no espaço euclidiano,   é um vetor de  componentes 
denominadas variáveis, 	 é a função objetivo a ser minimizada com relação às variáveis  e 
as restrições ((	! 	")) lineares e não lineares de igualdade e desigualdade. 
A ideia de otimizar é encontrar valores das variáveis	*+ que satisfaçam as restrições ,+	! 	-+  
e  minimizem a função		 (ARIAS, 2008). Assim é necessária a formação de uma função 
chamada de Lagrangeana, que representa o modelo matemático descrito acima. A função 
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Onde .		! /! 0 é a função Lagrangeana, 	são as variáveis de decisão, também 
conhecidas como primais; / e 0 são os componentes do vetor dos multiplicadores de Lagrange 
ou variáveis duais das restrições de igualdade e desigualdade respectivamente. A solução do 
modelo é obtida como um ponto ótimo da função Lagrangeana. Para a resolução da função 
Lagrangeana foram desenvolvidas muitas técnicas de otimização linear e não linear; muitas 
dessas, baseadas nas condições de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Desta forma é 
possível obter um ponto ótimo 	7! /7! 07 satisfazendo as condições mencionadas e que serão 
analisadas a seguir.  
 
3.2 O problema geral de otimização 
 
Matematicamente a solução de um problema de otimização se dá satisfazendo as condições 
necessárias e suficientes relacionadas ao tipo do problema.  
As condições necessárias são as relações que devem ser satisfeitas sem dúvida envolvendo 
os valores das variáveis candidatas para ótimas, já que elas determinam se a solução do problema 
é factível ou não. Por outro lado, para qualificar os valores das variáveis de ótimas, estas devem 
satisfazer relações adicionais chamadas condições suficientes, (VENKATARAMAN,2002).  
Então diremos que o método analítico para a solução ótima de um problema com restrições 
ou não obedece a estas condições que permitem o reconhecimento da solução como ótima; estas 
condições enfatizam técnicas numéricas segundo o tipo do problema, então temos: 
 
3.2.1 Problemas irrestritos 
 





Condição de primeira ordem (FOC) 
 
Considerando o termo de primeira ordem das séries de expansão de Taylor, a função pode 
ser aproximada por um plano tangente à solução.  
 
8  994 84  99: 8: ; 99< 8<   																																					= 
Em forma matricial 
8  > 994 99:? 99<@ A84	8:?8<BC   																																							D 
 
Desde que isto seja mantido para todos os pontos no plano, 84 E  ,	8: E  , 8< E   , 
Além disso, 994   !						 99:   !?	 99<   																																														F 
 
ou o gradiente da função na solução ótima deve ser zero, isto é: 
 G	47! :7?<7   																																																																H 
 
A equação (8) é chamada de condição de primeira ordem e expressa a condição necessária 
para problemas de otimização sem restrições. A equação é usada para identificar a possível 
solução do problema, mas sozinha não vai determinar o mínimo valor da função. Se a função 
fosse invertida, então o seu valor iria maximizar-se. É por isso que também é aplicada a 
problemas de maximização de funções, obtendo valores das variáveis idênticas nas duas 
soluções.  
Considerações adicionais são necessárias para garantir que a solução estabelecida pela 
condição de primeira ordem seja ótima, e a função objetivo atinja o mínimo ou máximo valor, 






Condição de segunda ordem (SOC) 
 
As condições de segunda ordem são consideradas condições suficientes para achar o ótimo. 
Pode-se inferir que estas condições implicarão a segunda derivada da função objetivo e são 
obtidas a partir do termo da segunda ordem da expansão de Taylor (Apêndice A.1). 
Se I7 é a solução, e JI representa a variação das variáveis em torno do valor ótimo que vai 
produzir uma variação em J (VENKATARAMAN,2002). Tomando a expansão da série de Taylor 
até a segunda ordem: 
 
J  	I7  JI K 	I7  G	I7CJI  
JICL	I7JI																								M 
 
Empregando as condições necessárias (FOC), o primeiro termo da direita da equação (9) é 
igual a zero, isto deixa a seguinte desigualdade. 
 
J  
JICL	I7JI N  																																																							
  
 
Onde L	I7 é a matriz Hessiana da função  no possível valor ótimo I7. Para que isto 
aconteça, a matriz L	I7 deve ser positiva definida, e existem 3 formas de estabelecer o H 
positivo definido: 
i. Para todas as possíveis JO, JOPQ	O7JO N  . 
ii. Os autovalores de Q	O7 são todos positivos. 
iii. Os determinantes de todas as submatrizes de Q	O7 que incluem a diagonal 
principal são todas positivas. 
 








3.2.2 Problemas restritos. 
 
Dentro deste tipo de problemas a função objetivo está condicionada a cumprir, além das 
condições necessárias e suficientes, as restrições de igualdade e de desigualdade impostas pelo 
tipo de problema a ser resolvido.  
Para a resolução dos problemas de otimização com restrições de igualdade e desigualdade 
será necessário aplicar métodos de resolução como o método de Lagrange (multiplicadores de 
Lagrange). 
 
3.2.2.1 Método de Lagrange. (Multiplicadores de Lagrange) 
 
 Neste método, o problema é transformado pela introdução de uma função aumentada 
chamada Lagrangeana, como a função objetivo sujeita às mesmas restrições do problema 
original. O Langrangeano é definido como a soma da função objetivo original e uma combinação 
linear das restrições, sendo os coeficientes dessa combinação linear conhecidos como os 
Multiplicadores de Lagrange (equação (4)).   
O método dos Multiplicadores de Lagrange é uma formulação elegante para obter a solução 
de um problema restrito (VENKATARAMAN,2002). Uma curiosidade deste método é que ele 
introduz variáveis adicionais (/	! 0 para a resolução do problema restrito, violando de certa 
forma uma regra convencional que diz: quanto menor o número de variáveis, maiores chances de 
obter a solução rapidamente. O Lagrangeano permite a transformação de um problema restrito 
num problema irrestrito. 
Tomando em conta a equação (4), o Lagrangeano é considerado como uma função objetivo 
irrestrita, então as condições necessárias (FOC) para a solução são: 
 
9.	7! /7	! 079   																					  




 9.	7! /7	! 079/   																						  
!! ? ! $																																										

 
9.	7! /7	! 0790   																					  
!! ? !  
La condição do método de Lagrange é uma condição necessária, mas não uma condição 
suficiente. 
 
3.2.2.2 Condições de Karush Kuhn Tucker (KKT) 
 
As condições de primeira ordem (FOC) associadas aos problemas de otimização geral são 
denominadas condições de Karush Kuhn Tucker e são as condições necessárias para obter uma 
solução ótima (X*) do problema, as quais foram estabelecidas nos parágrafos prévios. 
As equações de KKT formam a base de muitos algoritmos de programação não linear. 
Estes algoritmos tentam calcular os multiplicadores de Lagrange diretamente. Métodos quase 
Newton garantem a convergência acumulando informações de segunda ordem considerando as 
equações de KKT e com um procedimento tipo Newton de atualização de matriz Hessiana.  
As soluções baseadas em condições de Newton utilizam estas condições de primeira ordem 
para pontos ótimos (KKT). Em geral são equações não lineares que requerem métodos iterativos 
de solução. E os métodos de Newton são favorecidos por suas propriedades de convergência 
quadrática (BOGGS E TOLLE, 1999). 
 
3.3 Técnicas numéricas para otimização com restrições 
 
Devido ao tipo de problema deste trabalho focaremos nos métodos e/ou algoritmos para um 
problema de otimização com restrições tanto de desigualdade como de igualdade. O estudo da 





quando modelada. Além disso, têm-se múltiplas opções para um determinado projeto; o que 
incrementa, de certo modo, o grau de dificuldade em obter solução ótima.  
O primeiro que devemos garantir é que o desenho seja factível (satisfazer todas as 
restrições), e segundo que este seja o ótimo (satisfazer as condições de Kuhn-Tucker). Levando 
em conta sempre que a factibilidade é muito mais importante que a otimalidade 
(VENKATARAMAN,2002). 
A convergência da solução do problema dependerá de uma boa inicialização dos 
Multiplicadores de Lagrange e dos valores iniciais de cada variável. Duas abordagens distintas 
são usadas para manipular este tipo de problemas. A primeira é denominada de abordagem 
indireta, que resolve os problemas a partir de uma transformação em problemas sem restrições. A 
segunda abordagem é a direta, que manipula as restrições sem transformá-las. 
VENKATARAMAN (2002) apresenta dois métodos indiretos para solução de problemas de 
otimização com restrições: Método da Função de Penalidade Exterior (EPF) e o método dos 
Multiplicadores de Lagrange Aumentado (ALM). Na abordagem direta, temos quatro métodos: 
Programação Linear Sequencial (SLP), Programação Quadrática Sequencial (SQP), Método da 
Redução da Gradiente Generalizada (GRG) e o Algoritmo de Restauração da Gradiente 
Sequencial (SGRA). 
Para fins deste trabalho, utilizaremos o Método da Programação Quadrática Sequencial, 
devido a sua robustez, que inclui elementos de não linearidade e rápida convergência, que serão 
detalhados no capítulo 5. 









4 MODELAGEM TEÓRICA DA BOMBA DE CALOR, CONDIÇÕES 




O presente capítulo apresenta o modelo teórico adotado para a representação do sistema de 
uma bomba de calor com ênfase nos trocadores de calor.  
O modelo consiste em uma variação daquele empregado por Figueiredo et. al (2002) que 
simula um sistema de refrigeração por compressão a vapor usando  diferentes representações das 
propriedades termodinâmicas do R134a, aplicando o método de Substituição-Newton-Raphson. 
Este método foi posteriormente adaptado para uma bomba de calor por Flora (2008) onde foram 
utilizados coeficientes globais estimados de transferência de calor focando-se, principalmente, no 
estudo do controle de velocidade do compressor scroll para a bomba de calor utilizada no 
aquecimento de água de chuveiro para prédio residencial. 
 Em relação ao projeto dos autores mencionados, foram acrescentadas as equações de 
cálculo dos coeficientes de transferência de calor do evaporador e do condensador. Assim, 
também foram apresentados aspectos de projeto desses dois componentes, selecionando o tipo de 
trocador adequado às características de demanda propostas no aquecimento de água predial. 
Primeiramente, será apresentado o sistema geral da bomba de calor com equações gerais 
que envolvem relações padrão de termodinâmica e transferência de calor que incluem o 
equacionamento das propriedades termodinâmicas do fluido refrigerante (R134a) baseadas nas 
funções específicas de Helmholtz ou energia livre de Helmholtz. Apresenta-se a modelagem do 
compressor scroll, o condensador de casco e tubos, o evaporador de expansão direta de tubos com 
aletas de placas planas contínuas. A modelagem requer um reservatório onde a água aquecida é 
armazenada, então o tamanho do reservatório é assumido. Posteriormente, dá-se ênfase e 





Finalmente, a última seção deste capítulo dá a conhecer as condições nas quais a bomba de calor 
é projetada. 
 
4.2 Sistema geral da bomba de calor 
 
O sistema modelado consiste em um de simples estágio envolvendo relações básicas de 
termodinâmica, transferência de calor e cinemáticas em regime permanente. (FIGUEIREDO et 
al., 2002). Modela-se um compressor scroll, um condensador de casco e tubo, a válvula de 
expansão e um evaporador de tubos com aletas de placas contínuas, sendo detalhados os 
trocadores de calor. Para fins do trabalho, é considerada a existência de um reservatório para 
armazenamento da água aquecida e posterior distribuição no sistema predial de água aquecida a 
qual será mantida a uma temperatura RSTSU oscilando em torno de um valor médio de 55ºC e 








Desprezando as variações de energia potencial e cinética entre a entrada e a saída dos 
componentes o balanço de energia em cada componente é: 









 : K 4  KV																																																																												
 
	: K W  KX																																																																										
%	





Onde 	representa a entalpia especifica do refrigerante. 
O trabalho específico e as relações de transferência de calor podem ser representados 
através da vazão mássica: 
 
  V   																																																																																	
D 
 X  																																																																																
F 
 X   																																																																															
H 
 
      é o fluxo de massa,  	é a potência fornecido no compressor,  é o fuxo de calor no 
condensador e é o fluxo de calor absorvido no evaporador. 
Supondo que as perdas de pressão nos tubos e nos acessórios do evaporador e do 
condensador são desprezíveis  
 4  Y																																																																														
M 






Onde  representa a pressão. 
Assume-se que a saída do líquido refrigerante após a passagem do condensador é líquido 
saturado, assim: 
 W  TZ[	RW																																																																			
 
W  TZ[&\	RW																																																													 
 
Assumindo condições de saturação após a passagem pelo evaporador: 
 
4  TZ[	R4																																																																				% 
4  T'5	R4																																																																			6 
4  T'5	R4																																																																			= 
]4  T'5	R4																																																																			D 
 
Na saída do compressor temos vapor superaquecido, assim: 
 
R:  RT'5	:! :																																																																				F 






Após a passagem pela válvula de expansão há uma mistura: 
Y  TZ[&\	RY  ^ _TZ[UZ5	RY K TZ[&\	RY`																	M 
Onde ^ é o título da mistura liquido-vapor. 
O fluido de trabalho na saída do evaporador é superaquecido, representado pelo ponto 1 
(Figura 4.1). No caso é utilizada uma válvula de expansão termostática para controlar o 
superaquecimento, o que implica que: 
 R4  RTZ[UZ5 			JR																																																																				%  
Onde RTZ[UZ5 é a temperatura de evaporação no ponto 4, e JR é o incremento de 
temperatura no superaquecimento. Para o caso consideramos JR = 6 °C (SANAYE et. al, 2004). 
 FLORA (2009) propõe a seguinte aproximação para a eficiência isentrópica aZb ou 
adiabática do compressor, a partir da Figura 4.2 proposta por ELSON et al. (1990) para o R22 e 
uma temperatura de saída do compressor de 50ºC;  analisado para diversas condições e válida em 
uma ampla faixa de relação de pressões (2 a 8), sendo que as condições de demanda típicas  
variam entre 2,5 a 3,5 para equipamentos de ar condicionado e bombas de calor. 
 
aZb   ! 
 cK6!=:4  H=!=d																																																						%
 
Com a eficiência adiabática efg	temos que: 
V  V7aZb 																																																																																							% 
Onde:   
V7  4 K :7 																																																																															%% 





A eficiência volumétrica 
sugado na entrada, dividido pelo
equação proposta por FLORA
relações de pressões entre 2 e 8
E a vazão mássica é calculada assim:
Figura 4.2. Eficiência volumétrica e isentrópica para compressores 
 
30 
de um compressor scroll é definida como o volume de fluxo que é 
 deslocamento do compressor scroll, e pode ser aproximada pela 
 (2009), baseada na Figura 4.2, (ELSON et al. 1990
.  
aUk&  0,01 cK4:4  108d																									
 












Onde lZ2 Taxa de deslocamento da câmara scroll e ]4 é o volume específico no ponto 1. 
Finalmente, temos que a taxa de transferência de calor do evaporador e do condensador são 
modeladas com o método de efetividade para cada componente com mudança de fase. 
 
  	mn 	RY K RZ2o 		 	4 K TZ[UZ5																																	%F 
  	mn 	RSTSU K RW																																																																					%H 
 





O condensador é usado para rejeitar o calor equivalente ao trabalho de compressão e o calor 
absorvido pelo evaporador. O fluido refrigerante recém saído do compressor na forma de vapor 
(geralmente superaquecido) é resfriado até o ponto de saturação e condensado, transferindo todo 
o calor sensível e latente para a água que será aquecida para armazenamento e posterior uso nos 
chuveiros.  
 
4.3.1 Comportamento típico do condensador  
 
Para explicar o comportamento do condensador será usado o perfil de temperatura. Como 
















Considerando que a condensação ocorre pelo lado externo ao feixe de tubos, descrevemos o 
comportamento típico do condensador. O estado do refrigerante que entra no condensador é 
superaquecido e, em muitos casos, perto do estado da saída do compressor dependendo da queda 
de pressão nas conexões entre os dois componentes. O refrigerante é resfriado até o ponto de 
saturação. Logo depois a condensação ocorre sobre a superfície externa do feixe de tubos, assim, 
o refrigerante muda de título, desde o 100% até 0%. Depois do ponto onde o vapor todo é 
condensado, o refrigerante escorre para a parte inferior do condensador já ligeiramente sub-
resfriado até a saída do condensador e entrada na válvula de expansão. Este sub-resfriamento é 
uma ocorrência normal no condensador e serve para a desejável função de garantir líquido na 
entrada da válvula de expansão. Embora haja um pequeno ganho de eficiência com o sub-
resfriamento, o que é ótimo para um sistema, na prática é utilizado para garantir somente líquido 














Figura 4.3. Comportamento típico do condensador 
  
4.3.1.1 Condensador do projeto
 
O condensador consiste num trocador de casco e tubo com vapor de R134a
no lado do casco e a água de resfriamento passando
configuração é mostrada na T
com certas configurações têm um melhor desempenho e outras são raramente utilizadas. 
refrigeração e ar condicionado os condensadores de casco e tubos são usa
fluido é líquido como a água. (
Os trocadores de calor de casco e tubos são os equipamentos
químicos industriais e comerciais.
robustez e confiança. Apesar 
tipo casco e tubos vai manter uma posição central em atividades industriais nos próximos anos. 
















 internamente no feixe de tubos. E
abela 4.1 onde se observa que os condensadores mais utilizados 
dos quando o segundo
KACAÇ et al. 1988). 
 mais comuns em processos 
 Este extenso uso pode ser justificado pela versatil








. Diagrama de um condensador casco tubo 



















(*) Raramente utilizado 
       Fonte: Refrigeração e Ar Condicionado Wilbert F. Stoeckers, Jerold W. Jones 1985
 
Foi utilizado o método da efetividade para o cálculo do calor trocado entre o líquido 
refrigerante e a água, dada por: 
X  m2<	Rp K R																																																							%M 
 
Onde o qrst corresponde à corrente de menor capacidade calorífica entre as duas correntes 
envolvidas. Como há mudança de fase do refrigerante, o qrst corresponde ao fluido de 
resfriamento, neste caso a água. Para o cálculo da efetividade: 
m  
 K u	vwxC																																																												6  
O número de unidades de transferência yzR de calor é dado por: 
Componente Refrigerante Fluido de serviço 
 
Condensador 
Dentro dos tubos Gás por fora  
Líquido por fora * 
Fora dos tubos Gás por dentro * 
Líquido por dentro 
 
Evaporador 
Dentro dos tubos Gás por fora 
Líquido por fora 
Fora dos tubos Gás por dentro* 
Líquido por dentro 





yzR  z{2< 																																																																6
 
O coeficiente de transferência de calor no filme de condensado | sobre um tubo horizontal 
é baseada na equação de Nusselt (1916). 
|   FM }"~&	~& K ~U&W&U0&	RTZ[ K R 
4Y 																																													6 
Na prática, o condensado não escoa na forma idealizada de Nusselt mostrada na Figura 
4.5a, existe um considerável salpico do refrigerante provocando ondulações e formação de 
pequenas lagunas que inundam de um tubo para o seguinte, dependendo da configuração de tubo 
a tubo (arranjo do feixe) Figura 4.5b, Kern em 1965 (KAKAÇ,1991)sugere que o coeficiente 
decresce pausadamente com o número de tubos alinhados verticalmente e sugeriu a seguinte 
expressão para um feixe de tubos horizontais. 
t   v4																																																																					6% 
 Onde  pode ser aproximado a partir do número total de tubos do arranjo do condensador 
alcançando uma boa aproximação 






Figura 4.5 Modelo Idealizado de 
Nusselt 
(b) 






Para o cálculo do coeficiente de transferência de calor dentro dos tubos, foi utilizada a 
correlação proposta por Gnielinski (1976) que é valida para uma ampla faixa de número de 
Reynolds, incluindo parte da região de transição (INCROPERA et al, 2007). 
y  	 H⁄ 	u K 
   
  
!F	 H⁄ 4 :⁄ 		: W⁄ K 
																																										6= 
Para o cálculo do fator 	de atrito que consideramos para tubos lisos, usamos a correlação 
desenvolvida por Petukhov  (INCROPERA et al, 2007)abaixo: 
  	 !FM u K 
!D6v:																																																									6D 
Onde os números de Reynolds e Prandtl são dados por: 
u  ~0 																																																																												6M 
  	0$ 																																																																													=  
Logo, o coeficiente de transferência de calor dentro dos tubos é: 
|Z  yZ 																																																																				=
 
Outro ponto a levar em conta neste trabalho é o fator de resistência por incrustações nos 
tubos. Incrustação define-se como a acumulação de substâncias indesejáveis nas superfícies dos 
trocadores de calor (KAKAÇ, 1991).  TABOREK (1972) considerou as incrustações como um dos 
maiores problemas não resolvidos em transferência de calor contra o qual ainda lutamos para 
aproximar os efeitos sobre o projeto geral dos trocadores de calor. A acumulação deste material 
resulta em um menor desempenho das superfícies que trocam calor e poderia ter uma influência 
significativa no projeto do trocador de calor. Os efeitos mais comuns são a diminuição da 
transferência de calor e o aumento da perda de pressão.  Geralmente as incrustações se depositam 





de isolamento nas superfícies de transferência de calor. Deste modo adicionam-se resistências 
térmicas no interior e no exterior dos tubos.  
 Para fins deste projeto, utilizamos as tabelas proporcionadas por ROHSENOW (1998) para 
determinar as resistências térmicas devido às incrustações nas superfícies interna e externa dos 
tubos do condensador e do evaporador. 
Finalmente o coeficiente global de transferência de calor baseado na área externa dos tubos 
e dado por: 
znk  > k|Z 
k  
k  c





4.3.1.2 Características mecânicas básicas do condensador 
 
 
As características mecânicas de um trocador de calor têm um impacto direto no 
desempenho térmico, isto porque uma mudança no desenho mecânico vai afetar o fluxo do fluido 
no trocador e consequentemente na troca de calor. Existem muitas possibilidades do arranjo 
mecânico de um trocador. A fim de evitar uma situação confusa a “Tubular Exchanger 
Manufacturers Association” (TEMA) tem classificado os tipos de arranjos mecânicos dos 
trocadores de calor de casco e tubo. 
O tipo de trocador casco e tubo escolhido é o TEMA X (Apêndice B) que é usado 
normalmente para vapores condensando-se a baixas pressões, este tipo de trocador tem, no lado 
do casco, o escoamento cruzando o feixe dos tubos e não tem chicanas. 
A disposição do feixe de tubos é de grande importância no desenho termo-hidráulico do 
trocador de calor. Existem três tipos de formações dos tubos empregados em trocadores de calor 
casco e tubo, i.e triangular equilátera (60°), quadrada (90°) e quadrada escalonada (45°). O 
arranjo triangular permite uma melhor robustez e melhor acomodação do feixe de tubos no casco 
(HEWITT, 1994), enquanto o arranjo quadrado simplifica algumas operações de limpeza e 





mostrado na Figura 4.6. Uma boa prática para a disposição dos tubos requer um passo mínimo de 
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=k é o espaçamento transversal entre os tubos e &   HDD[, é o espaçamento 
longitudinal. O diâmetro do casco do trocador pode ser aproximado por: 
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Finalmente temos que a área total de transferência de calor no lado exterior aos tubos será 
definida pela seguinte expressão: 
{  	k.y 
Onde k é o diâmetro externo do condensador, . é o comprimento do tubo do 




É o componente, em uma bomba de calor, encarregado de evaporar o líquido refrigerante 
retirando calor do espaço a ser resfriado e transmitindo para o refrigerante.  
Quanto a seu sistema de alimentação, os evaporadores podem ser classificados em 
evaporadores secos e inundados. Nos evaporadores secos, ou de expansão direta, o refrigerante 
entra no evaporador através de uma válvula de expansão, geralmente do tipo termostática, sendo 
gradualmente vaporizado e superaquecido ao ganhar calor em seu escoamento pelo interior dos 
tubos.  Estes evaporadores são bastante utilizados com fluídos frigoríficos halogenados, 
especialmente em instalações de capacidades não muito elevadas. (DE CASTRO). A maioria dos 







evaporadores utilizados em refrigeração, ar condicionado e bombas de calor são do tipo de 
expansão direta . (STOECKER et al, 1985). 
Nos evaporadores inundados, o líquido, após ser admitido por uma válvula de expansão do 
tipo bóia, escoa através dos tubos da serpentina, removendo calor do meio a ser resfriado. Ao 
receber calor no evaporador, uma parte do refrigerante evapora, formando um mistura de líquido 
e vapor, a qual, ao sair do evaporador, é conduzida até um separador de líquido. Estes 
evaporadores são muito usados em sistemas frigoríficos que utilizam amônia como refrigerante, 
porém seu emprego é limitado em sistemas com refrigerantes halogenados devido à dificuldade 
de se promover o retorno do óleo ao cárter do compressor. Exigem grandes quantidades de 
refrigerante e também possuem um maior custo inicial (DE CASTRO). 
 
4.4.1 Comportamento típico do evaporador. 
 
O refrigerante entra no evaporador em estado saturado, geralmente a um título de vapor 
aproximado de 10% (KAKAÇ, 1991). A fase líquida do refrigerante é vaporizada conforme ele 
flui através dos tubos do trocador. Em alguns evaporadores o refrigerante sai como vapor 
saturado (evaporadores de tipo inundado), em outros casos, e geralmente, o refrigerante é 
superaquecido antes da saída (evaporadores de expansão direta). O vapor superaquecido na saída 
prevê deterioração precoce do compressor e garante o máximo efeito do refrigerante.  
 
4.4.2 Evaporador do projeto. 
 
Neste projeto adotamos um evaporador de expansão direta do tipo evaporador de 
serpentinas com tubos aletados de placas planas contínuas, no qual o refrigerante escoa por 
dentro dos tubos e o ar escoa pelo lado de fora. Devido à necessidade de controlar o 
superaquecimento na saída do evaporador, faz-se necessário o uso de uma válvula de expansão 









Da mesma forma que no condensador, adotamos o método da efetividade para o cálculo de 
troca de calor Eq. (39), (40) e (41). 
Para o cálculo do coeficiente de transferência de calor entre o refrigerante e o ar foi 
utilizada a correlação proposta por KANDLIKAR (1990), que considera vaporização nucleada, de 
convecção e estratificada, isto é: 
 
|&U|&  4		=S&  W	 ¡&																																													=6 
Onde se q ¢  !D= então: 
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E se q N  !D= então: 
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Separar o procedimento anterior nas duas regiões resulta numa descontinuidade em q   !D=. Esta descontinuidade é eliminada permitindo a transição de uma região para outra, na 
interseção das correlações respectivas (KANDLIKAR, 1990), este fenômeno também foi testado 
por SHAH et al.  (1985) 
O número de ebulição e o número de Froude e a convecção  podem ser calculados como: 
 
  X¤&¥ 																																																																									==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O coeficiente convectivo do refrigerante é função do título  que varia ao longo do 
comprimento do tubo. KAKAÇ e SADIK (1991) propõem uma excelente aproximação do 





o comprimento do tubo em seções para atualizar o título em cada seção. Neste trabalho foi 
utilizado critério de usar o título médio para calcular o coeficiente convectivo médio.  
E finalmente o |& é o coeficiente de transferência de calor somente de líquido baseado na 
equação de Dittus-Boelter 
 
|&   ! % §¤	
 K 0& ¨
!¦ S&!Y& 																																												=H 
 
Os possíveis efeitos da estratificação do fluxo horizontal são tomados em conta pelo 
número de Froude e os coeficientes de q4		a q£ foram especificados na equação (54).  
Neste projeto o fluído refrigerante absorve calor do ar atmosférico. Em dias mais frios, 
justamente quando é necessária mais potência para elevar a temperatura da água, a temperatura 
do ar está mais próxima da do refrigerante, necessitando de um trocador de calor de maior área 
ou eficácia. Contrariamente a isto, em dias quentes a potência requerida diminui precisando de 
um trocador menor. Por esta razão o trocador deve ser projetado para operar em condições 
médias que tenham alcance para os limites de temperaturas altas e baixas. No caso este trocador 
será dimensionado após o processo de otimização, no capítulo 5. 
O aproveitamento do ar resfriado não faz parte do projeto, portanto não projetamos uma 
carcaça ou casco para o evaporador, apenas os tubos intensamente aletados. Utilizaremos, 
contudo, um modelo de aletas externas de placas contínuas. A densidade das aletas para aletas de 
placas planas contínuas varia desde 250 a 800 aletas/m. 
No cálculo do fator de Colburn ©, empregado para o cálculo do coeficiente de transferência 
de calor do lado do ar do evaporador, utilizou-se a equação proposta por Gray e Webb (KAKAÇ 
e SADIK, 1991). 









Onde ¬­ = espaçamento transversal entre tubos; ¬® = espaçamento longitudinal entre tubos; 
¯ = espaçamento entre duas aletas. 
u2Zª  ¤ZSk0ZS 																																																															D  
O °±rf² é calculado utilizando-se a velocidade mássica ³f´ _ µ¶rh` isto é, o fluxo mássico 
dividido pela mínima área de passagem do fluxo. 
¤ZS   ZS{5T 																																																																								D
 
A área de passagem é a área lateral livre por onde passa o fluxo cruzado de ar, 
impulsionado por um ventilador, e pode ser aproximada pela seguinte expressão, cujos termos 
são definidos na Figura 4.9. 
{5T  	yZ&[ZT K 
·y[¡ K 





























Logo, o coeficiente de troca de calor do lado do ar pode ser calculado a partir do fator ¿: 
 
©  «¹: W⁄  |ZS~ZS5 : W
⁄
 
|ZS  ©~ZSZS5ZSZS: W⁄ 																																																														D 
 
Eficiência da aleta 
 
 
A aleta plana de placa contínua pode ser aproximada como uma aleta circular para cada 
tubo. A análise do comportamento térmico deste tipo de aletas se torna complexa por ser de área 
de seção transversal não uniforme (INCROPERA et al, 2007). Estas aletas têm solução exata 
através das funções de Bessel modificada de ordem zero. Sem embargo ROHSENOW et al. 




Aletas planas de placas contínuas usadas no evaporador 
 
 
As aletas de placas contínuas são folhas de metal, geralmente alumínio, que tem orifícios 
convenientemente alinhados pelos quais atravessa o feixe de tubos do trocador, onde cada tubo 
tem um setor de ação sobre a placa. Cada setor é uma aleta hexagonal ou retangular dependendo 
do arranjo dos tubos. (Figura 4.10 e Figura 4.11). A eficiência para aletas planas e contínuas é 
obtida através do método do setor (SHAH et al. 1985). Neste método, a placa plana continua 
atravessada pelos tubos é dividida em N setores devido à existência N tubos. Cada setor é 





11), consequentemente a eficiência das aletas é calculada usando a fórmula da aleta circular 













Figura 4.10. Formação de setores da aleta de placa contínua 
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Finalmente o coeficiente global de troca de calor do evaporador baseado na área externa 
dos tubos é dado por: 
 




4.4.2.1 Características mecânicas básicas do evaporador 
 
 
Do mesmo modo que no condensador, as características mecânicas do trocador influenciam 
no desempenho térmico. O tipo de evaporador escolhido consiste em um trocador de tubos 
(serpentinas) aletados com placas planas contínuas, mostradas na Figura 4.12, com o ar fluindo 





tem uma ampla gama de dimensões e características para uma mesma aplicação. As dimensões e 
algumas características do trocador serão escolhidas após serem otimizadas no capítulo 5. 






O espaçamento ou passo transversal ÍÎ é definido por ¬­  Ïk, medidos entre os centros 
dos tubos onde, por geometria, o espaçamento longitudinal é «&  «[ Ð¯ D , o fator de 
espaçamento Ï é uma constante do feixe de tubos arranjados alternadamente em forma triangular 
equilateral. (INCROPERA et al, 2007). A constante Ï é adimensional e encontra-se tabulada nos 
diversos textos de transferência de calor para os diferentes números de Nusselt e alinhamentos 
dos tubos. O Ï varia entre 1,25 a 3,5, sendo um fator importantíssimo no cálculo do coeficiente 
de transferência de calor no lado do ar, em razão que define a magnitude da esteira turbulenta das 
primeiras camadas de tubos. Por isso este coeficiente será uma das variáveis na otimização 
termo-econômica apresentada no capítulo 5. 
A maioria dos estudos feitos acerca da transferência de calor no lado do ar em trocadores de 
calor de serpentinas com aletas planas contínuas foram para trocadores de 4 fileiras  (four-row 





heat exchanger) McQuinston (1971), Tree (1971), Reech (1973-1975), Kays e Londom (1984). 











Devido à baixa condutividade térmica do ar, ele será impulsionado por um ventilador e 
estará no lado externo do evaporador intensamente aletado. O ventilador incrementa a pressão de 
ingresso do ar através das aletas para superar a queda de pressão no evaporador. As curvas de 
desempenho do ventilador são usualmente expressas em termos de variação de pressão J¡, e a 
taxa de fluxo de ar passando pelo ventilador ZS . 
Devido à taxa de fluxo de ar ser uma função da queda de pressão, a potência de consumo 
do ventilador está dada por: 
 
¡  n4J¡:  n:J¡  nW																																																										=% 





Os valores das constantes n4 a nW	para um ventilador centrífugo podem ser obtidas 
diretamente do fabricante para uma determinada taxa de fluxo de ar (SANAYE, et al, 2004) 
A queda de pressão sobre um trocador de calor compacto de tubos aletados é expressa por 
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Onde as variáveis são: 
 ¤, a velocidade mássica 
¤   ZS{¡¡  ~ZSZS/{¡S 																																																															== 
 
/, relação de área de passagem livre {¡¡	e a área frontal {¡S 
/  {¡¡{¡S 																																																																											=D 
    , é o coeficiente de atrito expresso por (SANAYE, et al, 2004) 
   
6%uv:£Ô																																																										=F 
 Ñ	! Ñk!	Ñ2 são os volumes específicos na entrada, na saída e a média aritmética dos outros 
dois anteriores. 
Ñ2  Ñ  Ñk 																																																																								=H 





 {  ky.  yZ&[ZTy{\ K k¹yZ&[ZTy 																														=M 
 
Onde . é o comprimento do tubo do evaporador, y é o número de tubos do evaporador, {\ é a área equivalente de cada aleta hexagonal obtida através do método do setor (Shah 1985), 
e yZ&[ZT é o número de aletas do evaporador. 
 
4.5 Características e condições do projeto 
 
 
Adotamos a bomba de calor como sistema predial de aquecimento de água central coletivo. 
A bomba de calor em estudo será aplicada no aquecimento de água de chuveiro para prédios 
residenciais projetados para a cidade de Campinas SP, onde a temperatura oscila entre 5 ºC e 34 
ºC ao longo do ano (Cepagri Unicamp). Para o desenvolvimento deste projeto, adotamos as 
seguintes premissas: consideramos um prédio de 10 andares com 4 apartamentos por andar e 4 
pessoas em média por apartamento, totalizando  160 pessoas que tomam banho na média durante 
uns 6 a 8 minutos a uma vazão de 4,5 lt/s, sendo a temperatura de banho igual a 34 ºC 
(ILHA,1991). 
Para se ter uma idéia da ordem de grandeza da capacidade de aquecimento necessária, se 
inicia um cálculo simplificado para condições de contorno médias para as quais o equipamento 
deve operar propriamente, e atingir a temperatura de água desejada. Para fins deste trabalho 
iremos supor a existência de um reservatório que irá armazenar a água aquecida. 
 FLORA (2009) estimou a oscilação da temperatura da água quente no reservatório, em 
base ao consumo médio diário, de água utilizada para banho na região sudeste.  Através de um 
balanço térmico, com variação de temperatura do meio ambiente, e as vazões de água quente, fria 
e de retorno foi determinada dita temperatura do reservatório. Este parâmetro foi utilizado no 
controle da velocidade de rotação do compressor da bomba de calor estudada por ele, concluindo 





homogeneidade no consumo de energia, evitando sobrecarga nas horas de maior demanda, 
considerando que a energia elétrica utilizada para aquecimento de água para banho, mostra-se 
como um dos maiores picos de consumo concentrado.  
O reservatório é um elemento fundamental neste tipo de projetos, uma vez que ele 
determina a inércia térmica do sistema em conjunto (FLORA, 2008). Se o tanque for muito 
grande, ele terá altas perdas de calor com o meio ambiente, em tanto se for muito pequeno, 
implicará na necessidade de os componentes da bomba de calor sejam maiores, causando um 
maior gasto de investimento e operação no projeto todo. Para fins de este trabalho  é adotado um 
reservatório de 5000 litros que foi projetado por FLORA (2008), já que permite uma razoável 
inércia térmica e não implica em grandes perdas de calor.  
 FLORA (2009) determinou a evolução da temperatura no reservatório e nos circuitos em 
base ao gasto de água quente durante um dia. Para tal fim, usou a primeira lei da termodinâmica: 
 
~n 8RSTSU8¹  \ n	RZ2o K RSTSU o n	RS[ K RSTSU   K 5SbZT  
 
Onde ~ é a densidade da água,  é o volume do tanque de armazenamento da água, n é o 
calor especifico da água, \  é a massa de água quente a ser distribuída, o  é a massa de água 
que volta para o reservatório após circulação, RS[ é a temperatura da água retornando ao 
reservatório,  é o calor fornecido pelo condensador, 5SbZT  é o calor perdido no sistema geral. 
Flora estimou as vazões da água de retorno e de reabastecimento, baseado na curva de consumo 
elétrico do chuveiro na região sudeste. A evolução da temperatura estimada é apresentada no 
capítulo 5. 
O compressor irá trabalhar 18 horas entre as 5 e as 23hrs quando a demanda de consumo de 






 Para isto começamos calculando a demanda diária total de água de banho, em que cada 
pessoa gasta aproximadamente em média 8 minutos (ILHA, 1991). 
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Tendo este resultado pode-se calcular a energia térmica necessária, 	   5JR																																																																								D  
 
Onde  neste caso é a demanda total de água utilizada para banho e a água deve ser 
aquecida desde uma temperatura de 20°C. 
   6
H =FD 	== K   
   H6%Ö× 
 
Finalmente a potência requerida é a energia térmica dividida pelo tempo de funcionamento 
do equipamento. 
  H6%Ö×
H%D   
%  = 
 
Considerando um 10% para perdas de calor no sistema, a capacidade de aquecimento no 
condensador da bomba de calor é: 5Sk)[k  





Finalmente diremos que o calor trocado entre o fluido refrigerante e a água será de 14,3kW 
a bomba de calor será projetada para atender esta demanda térmica ao longo do ano em diversas 
condições ambientais para a cidade de Campinas. 
Na Figura 4.14 é apresentado um esquema do conjunto bomba de calor e reservatório, sendo 












5 FORMULAÇÃO PROPOSTA, METODOLOGIA DE RESOLUÇÃO 
DA OTIMIZAÇÃO E MODELAMENTO MATEMÁTICO DA 






O modelo aqui apresentado pretende reproduzir o funcionamento do sistema, de modo a 
aumentar sua eficiência e poder detectar algumas das características de funcionamento dos 
componentes e sua repercussão no sistema geral da bomba de calor, no projeto térmico e 
geométrico para uma demanda estabelecida através da formulação de um problema de otimização 
não linear. 
Posteriormente, aborda-se a modelagem do sistema para as distintas condições ambientais 
nas quais deve operar a bomba de calor. Devido à existência de várias alternativas de desenho 
que possam satisfazer um fim particular, é necessário otimizar o projeto térmico, usualmente em 
termos de custos. 
O projeto consiste em aplicar o método desenvolvido por FIGUEIREDO (2002) na 
modelagem do ciclo de refrigeração por compressão de vapor, em uma bomba de calor, após uma 
otimização termo-econômica do dimensionamento térmico e geométrico dos trocadores de calor, 
proposto nesta pesquisa, aplicando programação não linear com o uso do algoritmo de 
Programação Quadrática Sequencial, auxiliado pela ferramenta “fmincon” do ambiente 
Optimtool do MaLlab.  
Na modelagem do sistema de refrigeração por compressão a vapor, Figueiredo usa o 
método de Substituição-Newton-Raphson usando diferentes representações de propriedades 
termodinâmicas do refrigerante R134a, e mostra que o método é uma ferramenta computacional 
eficiente para modelagem de muitos sistemas da engenharia que envolvem equacionamento não 






5.2 Metodologia de resolução e resultados 
 
 
O método proposto será resolvido usando a função fmincon do ambiente MatLab através 
do toolbox “optimtool”. A formulação proposta neste trabalho é aplicada para o sistema da 
bomba de calor para aquecimento de água de chuveiro para prédio residencial. É importante 
mencionar que a formulação proposta envolve uma otimização de variáveis do projeto térmico e 
geométrico dos trocadores de calor através da programação não linear das equações (1-32), que 
são as restrições do problema. Assim, é possível quantificar e qualificar os efeitos de cada 
variável e/o componente no sistema geral, identificando os efeitos que o beneficiam ou 
prejudicam quanto ao rendimento e custos para, finalmente, tomar decisões a respeito. 
 
  
5.2.1 Método da Programação Quadrática Sequencial (SQP) 
 
 
Um dos métodos mais recentes desenvolvidos para resolução de problemas não lineares 
com restrições é o método da Programação Quadrática Sequencial (SQP), o método mais 
difundido na busca por mínimos locais, sugerido, inicialmente, por Wilson, em 1963, e 
considerado por alguns autores como sendo o melhor para este tipo de problemas (SINGIRESU, 
1996). 
No contexto de otimização restrita, a ideia essencial do SQP é a obtenção de uma direção 
de busca resolvendo-se um subproblema quadrático com a função Objetivo Quadrática e as 
restrições lineares, constituindo uma generalização dos métodos quase Newton para minimização 
irrestrita (RODRIGUES, 2009). Segundo BOGGS E TOLLE (1999) a SPQ é uma extensão do 
método quase - Newton, o qual resolve mediante repetidas soluções de aproximação quadrática 
das condições de primeira ordem (KKT).  Dito de outro modo, o problema inicial não linear com 
restrições é transformado em outro subproblema mais fácil, de resolução iterativa sem restrições. 
Para isto as condições de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) apresentadas no capítulo três são 





aproximação é feita para a matriz Hessiana da função Lagrangeana, para tal fim vai-se 
atualizando pelo método quase Newton, gerando, deste modo, um subproblema quadrático, 
obtendo, assim, uma nova iteração. Um problema de programação quadrática é um caso especial 
de programação não linear, onde a função objetivo é uma função quadrática e as restrições são 
lineares. A aproximação quadrática é baseada numa expansão da série de Taylor. O subproblema 
quadrático surge da seguinte forma: 
																																				X	8  
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A solução é a direção de procura Ø! e LÙ	é uma aproximação da matriz Hessiana da função 
Lagrangeana definida na equação (4). Note-se que no subproblema de otimização, as funções e 
suas derivadas são facilmente avaliadas, e nele estão incluídas todas as restrições do problema 
original. A solução do subproblema quadrático é então utilizada para formar uma nova iteração.  
Aqui, k representa a iteração atual. Para a solução do subproblema quadrático (61), 8(, um 
novo ponto Ú(Ý4 deve ser encontrado por meio de uma busca unidirecional, busca em linha (line 
search) (RODRIGUES, 2009). 
 Ú(Ý4  Ú(  |8(																					| Þ 	 !
!																																									D 
 
Tal que uma função de mérito tenha um valor mínimo nesse novo ponto. A função 
Lagrangeana é comumente usada como função de mérito. A função de mérito serve para medir o 





for obtida, as aproximações LÙ para a matriz Hessiana são atualizadas segundo formula do BFGS 
(Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno), como mencionado anteriormente. Por outro lado, ß 
representa o comprimento do passo e é determinado empregando métodos de busca 
unidimensional para diminuir a função de mérito; comumente é usado o método das repetidas 
divisões por dois (ARIAS, 2008), para calcular o ß. 
O algoritmo do SQP surge da seguinte forma: 
1. Para começar com a iteração em     , os valores iniciais k e dos multiplicadores /k e 0k são dados, da mesma forma, assume-se que L	k  à.  
2. Para a iteração     
, tem-se que: 
a) Calcular os gradientes G	(! G	(! G"	(, e a Hessiana L	(. 
b) Dar solução ao problema quadrático (QP). 
Encontrar o vetor de direção de procura d e os vetores dos multiplicadores de 
Lagrange do problema quadrático, baseando-se nas condições de otimalidade deste. 
c) Determinar o comprimento do passo ßÙ· , através de um método de procura 
unidimensional que gere uma redução significativa na função mérito. 
d) Atualizar a aproximação (Ý4. 
e) Verificar a convergência. 
 
 
5.2.2 Implementação do método SQP em ambiente Matlab 
 
 
A implementação SQP consiste em três estágios principais (RODRIGUES,2009): 
 
• Atualização da Matriz Hessiana 
• Solução do problema quadrático e nova direção de busca 






A cada iteração uma aproximação positiva e definida da Hessiana, da função de Lagrange é 
obtida através do método BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno), (VENKATARAMAN, 
2002). O método BFGS converge à matriz Hessiana, e por isso é considerado uma excelente 
substituição da Matriz Hessiana (POWELL 1977).  
A matriz Hessiana á é representada por (MATHWORKS,2011):  
 




Onde  â  Ú(Ý4 K Ú(· , e  









A matriz Hessiana será positiva e definida mantendo o produto X(Câ sempre positivo, 
quando não for assim X( será modificado, elemento a elemento, de modo a contribuir para que se 
tenha X(Câ N  . Para ser possível esta modificação é preciso adicionar um vetor ã multiplicado 
por um vetor ä, isto é: X(  X(  åV 
 
Sendo que se 	X(V ¢   







	X( â ¢   
 å    
 
E V é incrementado sistematicamente até X(Câ N   (seja positivo) 
 
 
5.2.2.1 Solução do problema da programação quadrática 
 
 
A cada iteração do método SQP é resolvido um problema QP na forma: 
 																																						 
		X	8  
8Cá8  nC8  																																																																			 {8  Ê!											  
!! ? 																																										D% 




 O método usado no “Toolbox” do MatLab é uma estratégia de conjunto ativo, conhecido 
como o método da projeção, que foi modificado para a Programação Linear (LP) e Programação 
Quadrática (QP). 
O procedimento de solução envolve duas fases, a primeira consiste em calcular um ponto 
fatível (se existir); a segunda fase consiste na geração de uma sequência iterativa de pontos 





A solução obtida mediante este método da projeção é a direção de busca Ø, e é utilizada na 
determinação do novo vetor solução (ARIAS, 2008). O comprimento de passo ß é determinado 
assim: 
 
|   ÒK	{Ú( K Ê{8( Ó 															  
!! ?																										D6 
 
E é calculado de forma proporcional a um decréscimo substancial na função de mérito, com { N  . 
 
 
A função de mérito usado pelo MatLab é : (MATHWORKS ,2011): 
 





Onde  é um parâmetro de penalidade recomendado por POWELL (1978). 
 
 
  	(Ý4   Ëé! 
 		(  éê 												  
!?																					DD 
 
Isto permite uma contribuição positiva das restrições que estão inativas na solução do QP, 
que recentemente é ativada; a penalidade ë inicialmente assume-se: 
 








5.2.2.2 Função “fmincon” do Matlab 
 
 
O “Toolbox” do MatLab proporciona, entre outras, uma função denominada “fmincon”  
que encontra o mínimo restrito de uma função escalar de um conjunto de variáveis, a partir de 
uma estimativa inicial. Isto é, geralmente associado à otimização não linear restrita ou 




n	 #  																																																																															 n\	   																																																																											 { # Ê																																																																										DH {\  Ê\																																																																																		 Ê #  # Ê																																																																							 
 
 
Onde *, í, íî, ¼í, ïí são vetores, ð e ðî são matrizes. O vetor * representa as variáveis 
de decisão do projeto a ser otimizado,  	* e î	* são funções que retornam vetores e 
representam as funções de restrições não lineares de desigualdade e igualdade, ð* # í e ðî*  íî são as funções de restrições lineares de desigualdade e igualdade, respectivamente, e ñ	* é a função objetivo que retorna num escalar com a função ótima minimizada. 
 A sintaxe da formulação da função fmincon no programa MatLab é dado por : 
 
 
>>[ x, fval, exitflag, output, lambda, grad, hessian ]=fmincon ( fun, x0, A, b, Aeq, beq, lb, ub, 

















São os coeficientes das restrições lineares de desigualdade ð* # í, onde A é matriz 
e b é um vetor 
Aeq, beq 
São os coeficientes das restrições lineares de igualdade	ðî*  íî, onde ðî é 
matriz e íî é um vetor. 
fun É um arquivo que contém a função objetivo ñ	*e devolve um escalar que 
representa o valor da solução ótima do *. 
lb, ub 
São vetores que representam os limites superiores e inferiores, respectivamente, das 
variáveis independentes *. E  Ê # * # Ê, normalmente tem as mesmas dimensões 
de *. 
nonlcon 
É a função que contém 	* e î	* e definem as restrições não lineares de 
desigualdade e igualdade, respectivamente, e retorna os valores dos respectivos 
vetores 
options 
A estrutura das opções define parâmetros usados pela função de otimização. O 
programa apresenta valores predeterminados que ficam ao critério do programador, 
por exemplo, a tolerância pretendida para critério de parada para o valor da função 
objetivo. Temos: 
• Tolfun critério de parada relativo ao valor da função objetivo. 
• Tolcon critério de parada relativo à tolerância das restrições. 
• TolX critério de parada relativo à tolerância dos valores de x. 
P1, P2 Argumentos adicionais para determinadas funções. 
 
 










x É o vetor solução das variáveis, independentes da solução no ponto ótimo 
fval Corresponde ao valor da função no ponto ótimo. 
exitflag 
É uma condição de saída, então temos que se: 
• exitflag>0, (se for positiva) quer dizer que a função convergiu para a solução 
de x . 
• exitflag=0,  (se for nulo) quer dizer que o número máximo de iterações foi 
atingido. 
• exitflag<0, (negativo) quer dizer que a função não convergiu 
output 
Contém informação relativa aos resultados da otimização, como número de iterações 
efetuadas ao número de avaliações da função objetivo e o algoritmo usado. 
lambda 
É uma estrutura contendo os multiplicadores de Lagrange da solução x no ponto 
ótimo. 
grad Devolve o valor do Gradiente da função objetivo na solução x ótimo. 
hessian Devolve o valor da Hessiana da função objetivo na solução x ótimo. 
 
Assim, para solucionar o problema de desenho, abordado neste trabalho, deve-se adequar a 
formulação do problema à estrutura da função fmincon que foi apresentada. 
 
 
5.2.3 Resolução do problema de otimização 
 
 






Antes de iniciar o algoritmo proposto neste trabalho, determinamos e definimos, 
primeiramente, aquelas variáveis que serão otimizadas em relação à função objetivo em termos 
econômicos, os quais atuarão como nosso avaliador de vantagem ou desvantagem quanto às 




5.2.3.1 Definição de variáveis do projeto. 
 
 
O modelo matemático a otimizar compreende um conjunto de variáveis primais ou 
principais, sendo que os demais parâmetros do sistema da bomba de calor estão em função da 
combinação destas variáveis que serão otimizadas (Tabela5.2). 
 
 
R4 *ò Temperatura de evaporação 
]4 *ó Volume específico na saída do evaporador e entrada no compressor 
R: *ô Temperatura de saída do compressor (superaquecimento) 





Temperatura isentrópica na saída do compressor 
Volume isentrópico na saída do compressor 
RW *ø Temperatura de condensação 
lZ2 *ù Taxa de deslocamento do compressor 
k *ú Diâmetro externo dos tubos do condensador 
yn *òû Número de tubos do condensador 
.n *òò Comprimento de cada tubo do condensador 
k *òó Diâmetro externo dos tubos do evaporador 
yZ&[ZT *òô Número de aletas por metro de comprimento de tubo do evaporador 
 *òõ Coeficiente adimensional de espaçamento de tubos 
ZS *òö Vazão mássica de ar que entra no evaporador 
.u *ò÷ Comprimento dos tubos do evaporador 















5.2.3.2  Formulação da função objetivo para otimização térmica e econômica da bomba de 
calor 
 
A função objetivo ü{, mostrada na Figura 5.1, contém o custo de investimento e os custos 
de eletricidade por unidade de capacidade de aquecimento necessária para atender a demanda, no 
ciclo de vida do sistema (bomba de calor), assim: 
 
ü{   [k[Z&	áZ<k 																																																																									DM 
 
Onde  ü{ é o custo equivalente de aquecimento expresso em ý, o [k[Z& é o 
valor presente do custo total, 	é a capacidade de aquecimento do sistema necessária para 




  v( 																																																																			F  
 e  são a taxa de juros e número de anos de operação, respectivamente. 








O [k[Z& contém os custos de investimento no ano zero e os custos de eletricidade durante 
a vida útil do equipamento em valor presente. 
[k[Z&  <U  &[S																																																											F
 
O <U é o valor presente do custo de investimento que inclui o custo de investimento do 
compressor, evaporador, condensador, ventilador, válvula de expansão, refrigerante, conexões e a 
estrutura do sistema. 
<U  k25  UZ5  k<b  U<[  k'[SkT																														F 





Para um intervalo específico de capacidades de aquecimento do condensador, um 
compressor e um ventilador centrífugo específicos são selecionados a custos oferecidos pelos 
fabricantes, contrariamente os custos dos trocadores de calor estão sujeitos às variações na área 
de troca de calor, e da geometria de cada componente. 
Os custos de investimento para a transferência de calor que inclui as áreas de troca para o 
condensador e o evaporador estão dados por: 
 
UZ5  ¹y.  ¹Z&[Z{5&ZZyZ&[ZT																																			F% 
k<b  ¹y. 	ZS																																																													F6 
 
O consumo de eletricidade da bomba de calor é determinado pelas potências do compressor 
e do ventilador. Por outro lado, o custo da eletricidade &[S cresce de forma não uniforme em 
cada ano durante a vida útil do sistema, isto devido à taxa de inflação do custo de energia elétrica. 
(Sayyaadi,2010); então, o valor presente do custo de eletricidade por consumo de energia é: 
 
&[S  			
  "&[S K "&[S §
 K c
  "&[S
   d
(¨																																						F= 
 
Onde "&[S é a taxa de inflação anual por custo de energia elétrica, e 
 






é o custo por consumo elétrico da potência  total C requerida para acionamento do 
sistema, que é a soma do custo por consumo do compressor e do ventilador: 
 
  C   ¡																																																																													FF 
 
5.2.3.3 Especificações do sistema 
As especificações do sistema em estudo, assim como os fatores econômicos que envolvem 
o projeto, são apresentadas na seguinte Tabela 5.3: 
 
Parâmetro Tipo ou valor Parâmetro Tipo ou valor 
Compressor  Área de transferência Variável  
Tipo Scroll Carga térmica Variável 
Refrigerante R134a Arranjo dos tubos Triangular 60° 
Potência Variável Diâmetro externo Variável 
Evaporador  Número de tubos y Variável 
Tipo Expansão direta Longitude de tubo. Variável 
Temperatura R4 Variável Diâmetro do casco  Variável  
Área de transferência Variável  Fatores econômicos *  
Carga térmica Variável Taxa de juros  12 %  ano 
Arranjo Triangular 60° Taxa de inflação "&[ 6 ,5% ano 
Tipo aletas Placa plana contínua Horas de operação anual 6570 
Diâmetro externo Variável Anos de vida útil  15 anos 
Espessura de aletas 0,25 mm Custo de eletricidade	&[S 0.32883R$/Kwh 
Espaço entre aletas Variável Custo dos tubos evap.	þ½  R$/metro linear 
Número de tubosy Variável  Custo dos tubos cond.	þ½  R$/metro linear 
Longitude de tubo. Variável Custo compressor scroll 4727,6 R$ 
Nro de fileiras (Row) 4 Custo do ventilador  510 R$ 
Condensador  Custo carcaça cond. 17 R$/m2 
Tipo Casco e tubos Outros acessórios  2000 R$ 
Temperatura RW Variável   
* As fontes dos fatores econômicos são mostrados no Apêndice D 
 






Assim para dar solução ao problema abordado neste trabalho, deve-se adequar o problema à 
formulação do fmincon do MatLab. 
 
 
5.3 Modelagem matemática da bomba de calor  
 
 
A modelagem matemática do nosso sistema, com variáveis e parâmetros otimizados agora 
fixados, é equacionada através de um sistema não linear de equações as quais serão resolvidas 
pelo método de Substituição-Newton-Raphson (Figueiredo et al., 2002). 
 
 
5.3.1 Método Substituição Newton Raphson (SNR) 
 
Este método, proposto por Figueiredo et al.(2002) é uma combinação dos métodos de 
Substituição Sucessiva e do método Newton-Raphson (NR), mantendo as características de 
convergência de NR e, adicionalmente,  diminuindo a dimensão do problema, ganhando memória 
e tempo computacional, e, em alguns casos, permitindo que o sistema de equações não lineares 
alcance a convergência quando o método de NR não conseguiria. 
Assumindo um sistema de equações não linear de N equações e N variáveis: 
 






O primeiro passo deste método (SNR) é a escolha de um conjunto reduzido de  variáveis 
efetivas ) que serão chamadas de â: 
)	4  â4 
)	:  â:																																																																		FM 
????  
)	<  â< 
 
Onde ©	 é uma função de reorganização. As 	variáveis )	 devem ser escolhidas de 
modo que as y K  variáveis restantes possam ser obtidas explicitamente, mediante a 
substituição, rearranjando y K  equações do sistema. 
 
)	<Ý4  ")	<Ý4·)	4! ?	)	<¸																																																									 )	<Ý:  ")	<Ý:·)	4! ?	)	<! )	<Ý4¸																																			H  ???????????? )	w  ")	w·)	4! ?	)	<! )	<Ý4! ? )	w¸																																			 
 
As identidades (79) e as equações de substituição (80) definem a função   	â que 
determina as variáveis fisicamente relevantes * enquanto satisfaz as equações de substituição 
(80). As  equações restantes vão nos fornecer resíduos apresentados à continuação com os 
índices reorganizados por conveniência de programação. 
 4  )	4	)	4! ? )	<! )	<Ý4! ? )	w ??????????????????																																							(81) 4  )	4	)	4! ? )	<! )	<Ý4! ? )	w 
 
Esses resíduos são forçados a desaparecer durante o procedimento Newton-Raphson, 
através de uma manipulação das variáveis efetivas . O método de substituição de Newton 





Na modelagem, para a resolução do sistema da bomba de calor em questão, utilizaremos 
oito variáveis efetivas. 
 
  A	ò! ò! ó! ó! ó7 ! ó7 ! ô! Bvò																																						H 
 
 
Fazemos então o rearranjo das equações apresentadas para a bomba de calor (1 e 2 ; 12 -60) 
e temos assim: 
47  T'5	R4! ]4v4																																																														H% 
 
47  T'5	R4! ]4v4																																																														H6 
 
:7  T'5	R:7! ]:7v4																																																												H= 
 
:7  T'5	R:7! ]:7v4																																																											HD 
 
:7  T'5	R:7! ]:7v4																																																											HF 
 
:  T'5	R:! ]:v4																																																												HH 
 
:  T'5	R:! ]:v4																																																												HM 
 











As quais serão resolvidas utilizando uma rotina com o método Newton-Raphson com 
estimação numérica da matriz Jacobiana. As propriedades termodinâmicas do fluido refrigerante 
foram baseadas nas funções específicas de Helmholtz ou energia livre de Helmholtz e também 
foram implementadas no ambiente de programação MatLab. 
 
 
5.3.2 Resultados das simulações  
 
 
O projeto foi executado em três etapas. Na primeira foram especificadas as condições 
médias de operação do sistema, como a temperatura do ar ambiente da região em que o sistema 
iria operar, uma estimativa da diferença de temperaturas nos trocadores (evaporador e 
condensador), a temperatura da água a ser atingida para armazenamento e posterior distribuição, 
entre outras. Estes dados foram fornecidos ao programa de modelagem (NR) na etapa inicial a 
qual foi denominada “Projeto”. Assim, através de um modelo termodinâmico e de transferência 
de calor obteve-se dimensões aproximadas dos componentes em termos do produto da 
efetividade pela capacidade térmica horária 	m n. Aqui tem-se uma ideia do porte de cada 
trocador de calor. 
Na etapa subsequente, fez-se uma primeira especificação geométrica para cada trocador, de 
forma a promover a obtenção dos parâmetros m n desejados em função do coeficiente global de 
transferência de calor e área de transferência, e vazões mássicas do fluido de serviço. São 
desenvolvidas duas sub-rotinas, uma para cada trocador de calor, introduzindo a série de 
parâmetros construtivos de dimensionamento e geometria que foi detalhada no capítulo 4 para 
cada trocador.  
Estes parâmetros construtivos dos trocadores são escolhidos arbitrariamente, baseados em 
informações empíricas de outros trocadores já existentes, mas considerando que sejam 
razoavelmente factíveis em relação ao dimensionamento obtido na etapa “Projeto”. A escolha 
destes parâmetros foi feita segundo normas de manufatura comercial (que se possa encontrar no 






Desse modo, estes dados são fornecidos novamente ao programa de simulação (NR), com 
as duas novas sub-rotinas para os trocadores de calor, que agora é usado na modalidade 
“Simulação”. Esta simulação modela o funcionamento do sistema geral obtendo-se o coeficiente 
de rendimento (COP), a potência térmica do evaporador e a potência total requerida, entre outros, 
que agora foram reavaliados em função dos novos parâmetros introduzidos a cada trocador.  
Na terceira etapa, são determinados os parâmetros que serão fixados e os que serão 
variáveis, procurados para minimizar o custo total do equipamento por unidade de calor 
fornecido pelo sistema. Este é otimizado através da função fmincon do ambiente MaLab, 
mediante o método SQP para programação não linear restrita. Foram determinadas também as 
restrições de cada variável e as restrições combinadas das variáveis (Tabela 5.8), segundo o 
equacionado no capítulo anterior. A otimização foi realizada a partir de um extenso intervalo de 
condições às quais o equipamento poderia se submeter ao longo da vida útil, desde condições 
extremas até as mais favoráveis, sendo considerada ou adotada como ótima aquela na qual a 
máquina opera sob condições de funcionamento de maior frequência. 
Na última etapa é estudado o comportamento do sistema em diferentes condições de 
operação para o qual foram substituídos os parâmetros “ótimos” no programa de simulação (NR), 
que agora serão mantidos fixos. Finalmente, avalia-se os dados de saída e, depois de modelado, 
comparamos os resultados de nossa otimização com o que foi feito na etapa 2 .  
 
 
5.3.2.1 Projeto inicial 
 
 
A Tabela 5.4 apresenta as condições ambientais e operacionais fornecidas como dados de 













Temperatura média armazenamento de água aquecida (ºC) 55 
Temperatura média de ar ambiente (ºC) 24 
Diferença de temperatura no condensador (ºC), (JR  	RW K RSTSU) 10 
Diferença de temperatura no evaporador (ºC), (JR  	RZ2o K RY) 10 
Potência projetada do condensador (W) 14300 
 
 
A temperatura de água a ser atingida para armazenamento e a potência projetada no 
condensador foram definidas na seção 4.5. A temperatura do ar ambiente escolhida para o projeto 
é a temperatura média anual para Campinas, SP, para onde é projetada a bomba de calor. As 
diferenças de temperaturas no evaporador e no condensador foram fixadas em 10 ºC para a 
simulação inicial. Estes dados foram fornecidos ao programa. 
A partir dessas condições de projeto, são obtidos o porte de cada trocador de calor do 
sistema em termos globais, o produto 	mn  para o evaporador, e 	mn  para o condensador. 
Foram definidas, assim, as configurações e áreas aproximadas de transferência de calor. Estes 
resultados são mostrados na Tabela 5.5. 
 
 
	 	 	 	
mn  (W/K) 981,03 1430 - 
Potência (W) 9810,3 14300 4490,5 
Eficiência volumétrica - - 0,90 
Eficiência adiabática  - - 0,66 
COP do sistema: 3,18 
 
Tabela 5.5. Resultados da simulação na etapa inicial 
 






Uma vez tendo ideia das dimensões dos trocadores de calor, definimos aspectos 
construtivos geométricos de cada um deles, nessas condições já são calculados os coeficientes de 





Configuração Feixe de tubos aletados* Casco e Tubos 
Diâmetro nominal dos tubos (m) 0, 0127 (1/2’’) 0, 01905 (3/4’’) 
Número de tubos 48 50 
Comprimento dos tubos (m) 1 1,5 
Número de aletas 512 - 
Fator de espaçamento entre tubos  1,5 1,25 
Área de transferência de calor (m2) 8,5 5 
Área Frontal (m2) 0,25 - 
Massa do ar (kg/s) 1,5 - 
    * aletas planas de placas contínuas 
 
 
 Os diâmetros nominais dos tubos do evaporador e do condensador foram selecionados 
segundo norma ASTM B280 de tubos de cobre para ar condicionado e refrigeração (Apêndice 
C), que são comercialmente oferecidos em comprimentos de 6m. O número de aletas por metro 
de comprimento varia desde 110 a 820, sendo as mais empregadas as entre 315 e 512 por metro 
(KAKAÇ, 1991).  
 Com estes parâmetros, e incluídas as sub-rotinas dos trocadores de calor, foi simulado o 
sistema para o caso da temperatura média anual em Campinas (24°C), obtendo-se os resultados 














Coeficiente de rendimento (COP) 
Custo equivalente por unidade de potência do condensador (R$/kW-h) 
Investimento (R$) 
Custo operação em 15 anos (R$) 
Fluxo de calor no evaporador (W) 
Potência do compressor(W) 
Potência do ventilador(W) 
Eficiência adiabática do compressor 
Eficiência volumétrica do compressor 
Vazão do R134a (kg/s) 
mn   (evaporador) (W/K) 
mn   (condensador) (W/K) 













 Foram apresentados os resultados de funcionamento do equipamento sob condições de 
operação de um dia normal. Adotou-se a temperatura média anual na região, sabendo que é 
possível também operar sobre condições extremas de frio ou calor. Para outras temperaturas do 
ambiente, o trabalho do compressor e a potência térmica do evaporador variam, assim como há 






Nesta seção determinamos os parâmetros a serem fixados e aqueles que desejamos 
otimizar. A Tabela 5.3 mostra as especificações do sistema, assinalando as variáveis de 
otimização. A função objetivo determinada na equação (69) será o guia na busca do “ótimo”. O 
mesmo equacionamento usado na modelagem teórica da bomba de calor é usado para esta etapa 
(equações 1-2 e 12 - 60).  Primeiro montamos as restrições do problema que se deve satisfazer 
como condições necessárias e suficientes para encontrar a solução ótima e factível. 






A restrição de cada variável é determinada pelo valor máximo e mínimo que possa adquirir 
convenientemente após a etapa “projeto inicial”, ou por natureza própria da variável, assim como 




Variável Mínimo Máximo Unidades Observações Tipo 
R -100 100 ºC Para o R134a Contínua 
] 0 Infinito W" livre Contínua 
]Z2 0 0,02 W  Contínua k 3/8  2 1/8  in  ASTM B280 Discreta y 1 Infinito  livre Discreta . 1 6 m 1; 1,5; 2; 3; e 6 m Discreta k 1/8 3/8 in ASTM B280 Discreta yZ&[ZT 110 812   Discreta . 1 6 m 1; 1,5; 2; 3; e 6 m Discreta y 1 infinito   Discreta 
 1,25 3,5 m Kays & Londom (1964) Contínua 
y[¡ 0 Infinito  livre Discreta 
{¡S 0,25 2 m Espaço disponível Contínua 
{ 3 9 m2 Projeto inicial Contínua { 4 8 m2 Projeto inicial Contínua 
 
 
As restrições do sistema estão dadas pelas equações descritas na modelagem teórica da 
bomba de calor. As funções de restrição não linear de igualdade e desigualdade do problema são 
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• $: K $W   ; considerando que não existe perda de carga no condensador, as pressões 
devem ser iguais e são determinadas pelas propriedades do refrigerante em função das 
variáveis primais: temperatura e/o volume específico determinadas pelas equações de 
estado, baseadas na energia livre de Helmholtz. 






• :7 K 4   Ç	em um processo adiabático as entropias nos pontos :7(ideal) e 4 devem 
ser iguais. 
• $4 K	$Y   ; desprezando a queda de pressão no evaporador, o ponto $Y é determinado 
com as propriedades do líquido saturado, enquanto o $4 é determinado pelas 
propriedades do vapor superaquecido do refrigerante. 
• VaZb K V7   ; a potência específica (real) V do compressor multiplicado pela 
eficiência adiabática do compressor deve ser igual à potência ideal V7 do compressor. 
A eficiência adiabática aZb é determinada pela equação (31) 
• y K 6y[¡   ; o número de tubos y do evaporador é quatro vezes o número de tubos 
da parte frontal y[¡ do evaporador, devido à adoção da configuração de 4 fileiras (four-
row heat exchanger) McQuinston (1971), Tree (1971), Reech (1973-1975), Kays e 
Londom (1984) (Secção 4.4.2.1) 
•  K 5Sk)[k   ; o calor que deve produzir a bomba de calor tem que ser igual ao 
calor projetado neste trabalho. 
•  K 	mn 	R4 K RZ2o   		±	 K 	mn 	RSTSU K RW   ;  e  são 
determinados pelo equacionamento termodinâmico, enquanto 	mn 	R4 K RZ2o e 
	mn 	RSTSU K RW	são determinados por aspectos construtivos dos trocadores e as 
relações de transferência de calor. A efetividade m de cada trocador é determinada pela 
equação (40). 
Uma vez determinados estes parâmetros e fornecidos os valores iniciais x(o) para cada 
variável, o sistema é otimizado através do fmincon do Toolbox do ambiente MatLab , descrito na 
seção 5.2.2.2 deste capítulo. A tolerância e os critérios de parada são determinados 











A Figura 5.2 mostra os resultados da otimização feita para diferentes temperaturas do 
ambiente. As funções objetivo mínimas em cada ponto foram baseadas na faixa entre temperatura 
mínima registrada em Campinas (3ºC) e máxima (35ºC) em 2011. Cada ponto representa o CEA 
mínimo, obtido depois de fazer as múltiplas combinações de opções de cada variável em cada 
caso, dito de outra forma tem-se um projeto diferente com CEA minimizado para cada ponto de 
temperatura ambiente. 





Os valores ótimos das variáveis para o projeto são mostrados na Tabela 5.10, o ponto ótimo 
escolhido foi baseado na máquina projetada para as condições de operação mais freqüentes 
durante um ano. A máquina irá a operar sobre certas condições de temperatura em diferentes 
épocas do ano, sendo um intervalo destas condições, em que a máquina opera maior tempo.  
 






















































As condições de temperatura foram proporcionados pelo Centro de Pesquisas 
Meteorológicas e Climáticas Aplicadas a Agricultura (Cepagri –Unicamp), estas foram medidas 
a cada 10 minutos durante um ano, de outubro de 2010 a setembro de 2011.  
 Para saber qual é o intervalo de condições no qual a máquina irá operar com maior 
frequência, se processaram os dados cedidos pelo Cepagri. Uma vez estabelecidos os intervalos 
de temperatura, determinou- se a quantidade de vezes que cada medição atingiu cada intervalo, 
entre às 5h00 e as 23h00 de cada dia durante um ano. Os resultados são mostrados na Tabela 5.9, 




<0-5> <5-10> <10-15> <15-20> <20-25> <25-30> <30-35> >35 
ºC ºC ºC ºC ºC ºC ºC ºC 
Outubro (2010) 0 0 2,78 30,79 29,77 36,50 0,15 0 
Novembro (2010) 0 0 2,63 34,39 28,50 34,39 0,09 0 
Dezembro (2010) 0 0 0 6,17 43,83 36,98 13,02 0 
Janeiro (2011) 0 0 0 0,30 48,02 31,05 19,75 0,89 
Fevereiro (2011) 0 0 0 0,29 41,98 33,23 24,51 0 
Março (2011) 0 0 0 6,02 53,64 35,63 4,71 0 
Abril (2011) 0 0 0 18,49 39,91 32,96 8,64 0 
Maio (2011) 0 0 8,79 26,45 26,14 26,03 12,60 0 
Junho (2011) 0,21 6,76 23,18 28,35 27,13 14,37 0,00 0 
Julho (2011) 0,40 6,48 22,81 38,67 27,84 3,61 0,19 0 
Agosto (2011) 0,27 2,80 12,80 33,84 27,74 18,93 0,70 2,90 
Setembro (2011) 0,00 1,42 4,31 42,77 36,98 13,91 0,62 0 
Total (%) 0,07 1,41 6,52 22,31 35,69 26,44 7,24 0,31 
 
Na Figura 5.3, observamos que a máquina irá operar maior tempo durante o ano sob as 
condições de temperatura do meio ambiente entre 20 e 25 ºC, é aqui que a máquina é projetada 
com os parâmetros obtidos após da otimização. Devido à máquina ter sido projetada para 
condições médias, ela é capaz de atender satisfatoriamente condições ambientais adversas (baixas 
temperaturas do meio ambiente) como será observado na simulação para estas condições. 







                      
 
Os resultados das variáveis otimizadas, para as condições de maior operação estabelecidas, 
são apresentadas na Tabela 5.10. 
 
 
Variável Valor ótimo Descrição 
k  0, 01905 (3/4)” Diâmetro do tubo do condensador 
y 40 Número de tubos do condensador 
. 2 Comprimento de tubo do condensador 
k  0,00792 (5/16)” Diâmetro do tubo do evaporador 
yZ&[ZT 315 Número de aletas no evaporador 
. 3 Comprimento de tubo do evaporador 
y 32 Número de tubos do evaporador 
 3 Fator de espaçamento entre tubos 
y[¡ 8 Número de tubos na fileira principal 
{¡S 0,7 Área frontal 
{ 7,94 Área de transferência de calor do evaporador 
{ 4,29 Área de transferência de calor do condensador 
















































Tabela 5.10. Resultados das variáveis otimizadas 
 






A Tabela 5.11 apresenta os parâmetros obtidos após o processo de otimização, o custo de 
investimento da máquina foi maior, mas a diferença entre os custos de operação durante 15 anos 
são reduzidos notoriamente (Tabela 5.12). 
 
 
Parâmetros “ótimos” Valor 
Coeficiente de rendimento (COP) 
Custo equivalente por unidade de potência do condensador (R$/kW-h) 
Investimento (R$) 
Custo de operação em 15 anos (R$) 
Fluxo de calor no evaporador (W) 
Potência do compressor(W) 
Potência do ventilador(W) 
Eficiência adiabática do compressor 
Eficiência volumétrica do compressor 
 

















Coeficiente de rendimento (COP) 
Custo equivalente por unidade de potência do condensador, 
(R$/kW-h) 
Investimento (R$) 
Custo de operação em 15 anos (R$) 
Fluxo de calor no evaporador (W) 
Potência do compressor(W) 
Potência do ventilador(W) 
Eficiência adiabática do compressor 

























Tabela 5.11. Resultados dos parâmetros otimizados 
 






Para fazer uma comparação rápida entre os custos de usar chuveiro para aquecimento de 
água para banho e a bomba de calor projetada, adotamos as seguintes premissas: 
Supondo que o chuveiro de uma residência possui potência equivalente a 5400 W, e o 
morador toma dois banhos ao dia, gastando 12 minutos em cada banho, podemos calcular o valor 
mensal gasto, considerando que a central elétrica da cidade cobra R$ 0,32 por kWh.  
 
Tempo de banho dia = 12 min x 2 vezes = 24 minutos  
Tempo de banho mês = 24 x 30 = 720 minutos = 12 horas  
Potência do chuveiro = 5400 W = 5,4 kW  
Consumo = Potência x tempo = 5,4 x 12 = 64,8 kWh  
Valor Pago usando chuveiro = Valor (kWh) x Consumo = 0,32 x 64,8 = R$ 20,74/mês. 
 
Dentro destas condições, uma pessoa tem um gasto mensal de R$ 20,74.  Agora, 
considerando que a bomba de calor oferece um custo equivalente de aquecimento de 0,145 R$ 
por kWh, incluindo também os custos de investimento que serão pagos ao longo da vida útil da 
máquina, então, uma pessoa, usando a bomba de calor, teria um gasto de: 
 
Valor Pago usando BC = 0,14 x 64,8 = 9 R$/mês. 
 
Conforme o esperado os benefícios da bomba de calor são notórios quando comparados 




Uma vez obtidos os parâmetros ótimos, o programa é implementado com essas novas 
características obtidas e será simulado em sua etapa final, em 4 condições distintas. A partir disto 
analisaremos o COP da máquina em funcionamento, o calor trocado pelo evaporador, a potência 
do compressor e as suas eficiências (adiabática e volumétrica).  
Adotamos, como amostra de simulação, a variação de temperatura do meio ambiente ao 














Operar a máquina durante 18 horas por dia é vantajoso, mas é necessário prover o total da 
demanda de água aquecida durante as 24 horas do dia (Figura 5.5), levando a um pequeno 
incremento na potência do compressor para suprir esta demanda.  
A temperatura de referência do reservatório será variada, baseada no comportamento da 
demanda média do consumo (seção 4.5), que prioriza um controle de referência variada de 
acordo com os tempos e picos de utilização (Flora, 2008). Esta estratégia permite uma maior 
tolerância do sistema nos horários de maior demanda de eletricidade na região (Figura 5.6) 





































Figura 5.4. Amostra de distribuição de temperatura ao longo do dia para 







A Figura 5.6 apresenta a temperatura de referência no reservatório, ao longo do dia, que 
servirá para simular o sistema em diferentes condições. A média desta temperatura é de 55ºC, 
sendo sempre maior que 50 ºC e menor que 60 ºC. 
 
                    
 
 










































Figura 5.5. Consumo elétrico residencial médio apenas do chuveiro elétrico 
na região Sudeste (Flora, 2008) 








Para a primeira simulação adotamos um dia, arbitrário, típico de verão (Fevereiro de 2011), 
quando a temperatura máxima registrada é de 33ºC e a mínima de 22 ºC.  
O COP do sistema para esta primeira simulação é mostrado na Figura 5.7. Os resultados 
obtidos giram em torno de 3,2 na maior parte do dia; bastante satisfatório, já que foi considerado, 






                 
Observa-se na Figura 5.7 que a bomba de calor tem uma brusca diminuição de COP entre 
às 13h00 e às 17h00, isto devido ao fato que se assumiu ter um controle que procure manter uma 
rotação do compressor constante, que foi desenvolvida no trabalho de Flora, (2008). Por outro 
lado, a temperatura variável de referência do reservatório oferece ao sistema uma tolerância aos 
horários de pico, devido ao uso do reservatório (comparar Figura 5.5 e Figura 5.6). 































































Os resultados do calor trocado no evaporador e a potência do compressor são mostrados na 
Figura 5.8. Esta época do ano é muito favorável para o desempenho da bomba de calor, a 
potência requerida no compressor é mínima quando comparada com o calor total fornecido no 









Para esta simulação adotamos um dia arbitrário típico de outono (abril de 2011), quando a 
temperatura varia entre 19 e 29 ºC. O COP se vê diminuído em comparação à simulação anterior 
(Figura 5.9). 
A mesma temperatura de referência no reservatório adotada (Figura 5.6) é empregada para 
esta simulação de acordo com o tempo e picos de demanda. Os resultados são apresentados nas 
Figuras 5.10 e 5.11. 














































































































































































































































































Figura 5.9. COP da bomba de calor. Dia normal de outono 








Esta simulação representa o período mais crítico, pelas condições desfavoráveis para o 
funcionamento da bomba de calor. Um dia arbitrário representativo de inverno (junho de 2011) é 
tomado como referência para a simulação, quando a temperatura máxima é ligeiramente acima de 
21ºC, chegando a temperaturas baixas de até 5 ºC. 
O COP médio do sistema no dia é bastante menor que os resultados da primeira simulação, 
mesmo assim, continua sendo satisfatório, apesar das condições mais severas nas quais a máquina 
opera. Isto demonstra que as bombas de calor também poderiam ser empregadas em climas mais 
frios. (Figura 5.11). 
A potência requerida no compressor é aumentada pelas condições de operação 
mencionadas. As eficiências, adiabática e volumétrica do compressor também são afetadas, 





          


























) COP do sistema




































 Nesta última simulação é adotada a variação de temperatura ao longo de um dia normal de 
primavera (Outubro 2010); a temperatura média máxima é de 28ºC e a mínima de 14 ºC. A 
Figura 5.6 é utilizada novamente para a variação da temperatura de referência do reservatório.  
O COP mostrado na Figura 5.13 tem um comportamento parecido ao da 1ª simulação. A 
maior parte do tempo a temperatura ambiente se mantém acima de 20ºC, a qual favorece o bom 
desempenho do sistema. 











































































































































































































































































Figura 5.14. Resultados simulados em um dia normal primavera 





Finalmente, a Figura 5.15 mostra a variação do custo equivalente por unidade de 
aquecimento (CEA) em função das temperaturas em cada dia simulado. Observa-se que, apesar 
da variação da temperatura, o CEA tende a ser sempre uniforme, isto porque o controle assumido 
tende a manter uma rotação uniforme no compressor ao longo do dia. É importante mencionar a 
economia notável que se tem quando a bomba de calor é usada para aquecimento de água. O 
CEA médio é de 0,145 R$/kWh , enquanto o custo de eletricidade residencial é de 0,329R$/kWh 
para Campinas, segundo a CPFL energia Paulista. 
As pequenas variações no custo equivalente por unidade de aquecimento (CEA) no começo 
de operação da bomba de calor e a baixas temperaturas ambiente são justificadas pelo trabalho do 
compressor nas horas de maior requerimento; levando a um custo de operação maior e 






















(a) CEA dia normal de Verão


















































5.4 Alguns comentários finais 
 
 
Antes do processo de simulação e otimização, é essencial ser criterioso quando o valor 
inicial de x(0) de cada variável é escolhido, para assim garantir a convergência do método 
aplicado. Da mesma forma deve-se usar critério ao limitar e restringir as variáveis, ou 
combinação de variáveis, no caso da otimização, para garantir a factibilidade da função objetivo. 
Um resultado importante obtido nas simulações é o COP, embora satisfatório, encontra-se 
abaixo do COP teórico. O COP é ligeiramente diminuído devido ao superaquecimento na saída 
do evaporador, que faz aumentar a potência no compressor. Por outro lado, as condições de 
operação do sistema foram baseadas em condições reais, assim, os resultados aproximam-se 
muito da realidade.  
No Apêndice E, são mostrados os resultados simulados da bomba de calor, em 24 horas e 
com uma temperatura de referência no reservatório constante em 55 ºC. Como esperado, a 
máquina opera contribuindo para a diminuição do pico de consumo de eletricidade, o que não 

























Neste trabalho foi apresentada uma metodologia computacional, de otimização e simulação, 
para um projeto de um sistema de bomba de calor para aquecimento de água, mediante uma 
análise térmica e econômica; que permitiu reduzir os custos de investimento e operação. 
Para a modelagem do sistema, desenvolveu-se um programa computacional, que inclui, 
ainda, sub-rotinas para o cálculo das propriedades termofísicas do refrigerante e demais fluidos 
envolvidas no sistema. O programa envolve relações termodinâmicas e de transferência de calor 
detalhadas para cada componente do sistema. Assim, foi possível determinar parâmetros 
relacionados ao sistema que permite verificar suas vantagens. 
A função fmincon do MatLab (que usa a Programação Quadrática Sequencial como 
método de otimização) foi usada para resolver o problema de otimização não linear com 
restrições. O equacionamento utilizado na modelagem do sistema foi empregado e adaptado no 
fmincon do MatLab. Foi utilizada, ainda, uma estratégia de transformar algumas variáveis 
discretas em contínuas, evitando o uso de programação inteira mista de difícil solução, que 
normalmente é usada nos casos quando existem variáveis de tipo contínuo e discreto. 
A metodologia proposta mostra uma grande flexibilidade para poder incluir variáveis de 
controle, incrementar as restrições, permitindo a análise do comportamento e a contribuição sobre 
o sistema em estudo, podendo mudar convenientemente cada tipo de componente do sistema. 
Através da otimização do sistema é possível dimensionar e projetar adequadamente os 
componentes para reduzir os custos no investimento e na operação da máquina, torna-a viável. 
No trabalho os resultados foram satisfatórios, conseguiu-se diminuir o custo equivalente por 
unidade de aquecimento (CEA) de 0,223 R$/kW-h para 0,145 R$/kW-h, melhorando o COP de 
2,15 para 3,3 quando a máquina foi simulada nas mesmas condições ambientais. Dada a variação 





por Flora (2008), mostrou-se interessante por permitir uma redução do consumo de energia 
elétrica nas horas de maior demanda.  
A utilização de bombas de calor permite uma grande economia de energia, quando 
comparada com outros tipos de aquecimento de água, em especial, o chuveiro elétrico. A bomba 
de calor é um sistema economicamente interessante que reduz notoriamente o custo por unidade 
de kW gerado. Obtiveram-se resultados bastante interessantes: usando o chuveiro elétrico o custo 
para aquecer água é de 0,32R$/kWh , enquanto que, usando uma bomba de calor, o custo 
equivalente de aquecimento é de 0,145R$/kwh , tendo diminuído o gasto mensal para propósitos 
de geração de água quente. Mesmo em condições adversas (dias frios), o desempenho do sistema 
é satisfatório, devido à otimização do sistema planejada para atender um vasto intervalo de 
temperaturas do ambiente.  
Geralmente, a bomba de calor resulta mais custosa que outros sistemas, no momento de sua 
aquisição e instalação; mas ela é muito econômica operando. Isto em longo prazo é rentável e 
ecológico. Deste modo temos que, após a otimização, o custo de investimento inicial viu-se 
incrementado de R$10,595.30 para R$11,041.00, mas foi retribuído com a diminuição do custo 
de operação da máquina de R$145,283.20 para R$93,069.20 durante os anos de vida útil da 
máquina.  Por outro lado, num sistema predial de aquecimento coletivo de água, pode ser 
adquirido por várias pessoas, permitindo diluir os custos no momento do investimento. 
 
 
Sugestões para trabalhos futuros 
 
Devido à flexibilidade do sistema, surge a possibilidade de implementar mudanças, como: 
novas correlações para as propriedades termodinâmicas, termofisicas, ou bem como outras 
correlações de transferência de calor, etc. que permitam comparar resultados.  Por outro lado 
também surge a possibilidade de implementar mudanças nos tipos de trocadores ou testar outros 





Existe a possibilidade de abordar o estudo das irreversibilidades do sistema, que poderia ser 
aplicada a partir de este programa, direciona-as a outras funções objetivo. 
Outro ponto importante que deveria ser tratado é a questão de projetar o tamanho do 
reservatório adequado para a demanda do projeto; já que o reservatório cumpre uma função 
muito importante no sistema geral (geração e distribuição de água aquecida) contribuindo na 
economia da energia. 
É necessário estimar, também, as perdas de calor no sistema, desde a geração, 
armazenamento e distribuição da água quente 
O modelo adotado no presente trabalho considerou somente a bomba de calor para 
aquecimento de água, mas é possível aproveitar o ar resfriado em outras aplicações como a 
climatização, por exemplo, aumentando consideravelmente a utilidade da bomba de calor. 
Trabalhos futuros deverão incluir modelos de duplo efeito para aquecimento e resfriamento. 
Quanto ao método de simulação, mais do que estabelecer um projeto definido de um 
sistema de bomba de calor, este trabalho apresenta muita flexibilidade e potencialidade do 
programa de simulação (Substituição-Newton-Raphson) acompanhado do método de otimização 
apresentado. 
Com o uso de outras técnicas de otimização os resultados poderiam ser confrontados. A 
otimização multiobjetivo apresenta-se como uma das formas mais exatas dentre os tipos de 
otimização de sistemas que existem. Deste modo é possível levantar várias funções objetivo ao 
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A.1 Teorema da series de Taylor para uma ou mais variáveis  
 
 
 A Séries de Taylor é um mecanismo muito útil para aproximar o valor da função 
	 ao ponto 		5  J se a função é totalmente conhecida no ponto 5, a Expansão é  
para um  finito: 










A equação (A) é dada por uma soma variável e geralmente truncada nos primeiros dois ou 
três termos, levando em conta que a aproximação vai ter um erro cujo grado depende de 
qual termo foi truncado. Deste modo, usamos a expansão de Taylor para duas ou múltiplas 
variáveis, truncando-a no segundo termo. 
 
	5  J! â5  Jâ  	5! â5  
















As séries foram expandidas até o termo quadrático, organizando em vetores e matrizes, a 
expansão de primeira ordem fica em termos de Gradiente e o termo da expansão de segunda 












A.2 Gradiente. Em uma função de uma variável a derivada é associada com o declive de uma 
reta. Em duas ou mais variáveis a derivada está associada ao Gradiente. A gradiente é um vetor e 
qualquer ponto representa a direção na qual a função vai aumentar mais rapidamente. 
Examinando o objetivo convencional da programação não linear, minimização da função 
objetivo, a gradiente tem uma importante papel no desenvolvimento dos métodos de resolução 
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A.3 Jacobina. A jacobina define uma maneira útil de organizar os gradientes de diversas 
funções. Por exemplo, em programação temos, além da função objetivo, as funções que 
determinam as restrições lineares e não lineares de igualdade e desigualdade. Então, usando três 




































APÊNDICE B - NOMENCLATURA DOS TROCADORES DE CALOR 









APÊNDICE C - ESPECIFICAÇÃO STANDARD, TUBO DE COBRE 
PARA AR CONDICIONADO E REFRIGERAÇÃO (DESIGNAÇÃO 














D.1  Fatores econômicos considerados para o projeto da bomba de calor 
 
Fator Valor Unidades Material Fonte 
Taxa de juros 12% ao ano - -  
Taxa de inflação 
por custo de 
energia 







0.32 R$/kW-h  www.cpfl.com.br 
Anos de vida útil 
da máquina 15 - - www.lighttech.com.br 
Custo dos tubos do 
evaporador 
Apêndice 
D.2 €/m Cobre 
SALVADOR ESCODA S.A. 
www.salvadorescoda.com/tarifas/index.
htm 
Custo dos tubos do 
condensador 
Apêndice 
D.2 €/m Cobre 




Ventilador 510.2 R$ - www.aeromack.com.br/ 
Custo do 
compressor scrool 4727,6 R$ - 
Danfoss Compressores 
www.danfoss.com 
Custo das folhas de 
alumínio para 
aletas 
17 R$/m2 alumínio www.aaluminum.com  
www.aluminovo.com.br/  
Custo da carcaça 















D2. Preços dos tubos de cobre para ar condicionado e refrigeração (SALVADOR 




DESCRIÇÃO PREÇO €/m 
M.tubo cobre barra 3/8" (0,80) 3,79 
M.tubo cobre barra 1/2" (0,80) 5,15 
M.tubo cobre barra 5/8" (0,80) 6,49 
M.tubo cobre barra 5/8" (1,0) 7,77 
M.tubo cobre barra 3/4" (1,0) 9,15 
M.tubo cobre barra 7/8" (1,0) 10,71 
M.tubo cobre barra 1" (1,00) 12,35 
M.tubo cobre barra 1-1/8 (1,0) 13,99 
M.tubo cobre barra 1-1/8(1,25) 15,85 
M.tubo cobre barra 1-3/8(1,25) 21,45 
M.tubo cobre barra 1-5/8(1,25) 25,57 
M.tubo cobre barra 3/4(0,8) 7,81 
M.tubo cobre barra 3-1/8(1,65) 68,00 
M.tubo cobre barra 3-1/8 (2,5) 86,93 
M.tubo cobre barra 3-5/8 (2,5) 106,48 
Rollo cobre frigorifico 5/16 x 0,76 mm 45,43 
Rollo 50m. Tubo cobre de 1/4" x 0,8 115,26 
Rollo 50m. Tubo cobre de 3/8" x 0,8 178,61 
Rollo 50m. Tubo cobre de 1/2" x 0,8 241,14 
Rollo 50m. Tubo cobre de 5/8" x 0,8 305,44 
Rollo 50m. Tubo cobre de 3/4" x 1 437,42 
 
 









APÊNDICE E - SIMULAÇÃO DA BOMBA DE CALOR PARA UM 
DIA NORMAL REPRESENTATIVO DE CADA ESTAÇÃO DO ANO; 
CONSIDERANDO COMO CONSTANTE A TEMPERATURA DO 
RESERVATÓRIO (55ºC). 
 
E.1 Dia normal de primaveira 
 












Fluxo de Calor do Evaporador























































































Fluxo de Calor do Evaporador





































Eficiência Volumétrica do Compressor










































Fluxo de Calor do Evaporador


























































































Fluxo de Calor do Evaporador























Eficiência Adiabática do Compressor


































E. 5  Comparação de coeficiente de rendimento da bomba de calor operando nas quatro 


















Comparação entre COP's diferentes estações do ano 
 
 
Verão
Primavera
Outono
Inverno
